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PROBLEMI CURIOSI 
E BIZZARRI 


1 — GurRsI, — Matem. dilett. 


I PROBLEMI-TRANELLI 


Il gatto ei topi. 


Un gatto e mezzo mangiano un topo e meazo in un minuto e 
mezzo. Quanti gatti occorrono per mangiare 60 topi in 30 
minuti ? (1). 


Il ragionamento che molti faranno sarà questo: se 1 gatto 
e 1/2 mangiano 1 t po e pa ini minuto e !/»,un gatto mangia 
un topo in 1 minuto, con relative conseguenze. L'errore con- 
Siste nel far variare oltre che il numero dei felini e quello dei 
Posicanti rosicati anche il fempo impiegato a Posicarli il quale 
evidentemente non deve variare. 

La risposta è dunque, 8 gatti, che a quei molti di Cui sopra 
sarebbero sembrati troppo pochi per mangiare i 60 topi, per= 
chè la condizione dei 30 minuti concessi si fa passare facil- 
mente in seconda linea. 

E poi, trattandosi d’un problema di matematica, non è il 
caso di scendere alle volgari considerazioni di Capacità sto-- 
macale, ecc., dalle quali la scienza pura astrae. 


La cordicella. 


Una cordicella è lunga 28 metri: ogni giorno se ne tagliano 
2 metri; in quanti giorni si sarà finito di tagliare? 


In 13 evidentemente, ma... 13 su 14 risponderanno invece: In 141 


(1) Questo problema si trova nel periodico « Omnia » fascicolo dell'11 giugno 
1910, insieme ad altri ben noti e indicati più oltre in questo volume, e ad uno 
(quello della ruota) basato sulla supposizione d’una ignoranza che svisa l'in. 
dole dello scherzo geometrico, 


ana 


La lumaca viaggiatrice. 


Una lumaca, per affari suoi particolari, vuol trasferirsi da 
un orto in un altro, valicando il muro di separazione, 
alto 7 metri; essa sale lungo il muro (sempre vertical- 
mente) percorrendo ogni giorno 4 metri in ascesa, e ridi- 
scendendo (capricci di lumaca!) ogni notte di 3 metri, co- 
s'cchè ogni giorno percorre effettivamente 1 metro del suo 
viaggio. In quanti giorni arriverà essa in cima al muro? 


Risposta.... in coro: in 7 giorni! No, signori, in quattro so- 
lamente.... 


L'orologio reumatizzato. 


Un orologio, a motivo delle variazioni della temperatura, an- 
ticipa di 30" durante il giorno e ritarda di 20 durante la 
notte. Supponiamo che segni l’ora esatta al mattino del 
1° maggio. In qual momento avrà un anticipo di $ minuti? 


Si fa presto il calcolo: l’anticipo nelle 24 ore è di 


301 — 20” = 10/= + di minuto 
dunque : 
1 


5: = 30 


ossia, al mattino del 34 maggio l’anticipo sarebbe di 5 minuti... 
ma.... osserviamo che al mattino del 28 maggio l’anticipo sarà 


di minuti 27 X + = 3 e quindi alla sera di detto giorno sarà 
appunto di 5 minuti. Cosicchéè ?! 


Un passatempo marinaresco. 


Fra due città di mare A e B esiste un regolare servizio di 
battelli a, vapore ; il tragitto richiede otto giorni. Ogni € 
giorno, alla medesima ora, parte un battello da ciascuna ‘ 


dl’ 


delle due città. Si domanda, uno dei battelli partiti da A 
per es., quanti ne incontrerà sul percorso, supponendo na- 
turalmente che il servizio funzioni da tempo. 


La risposta «otto » che qualcuno potesse dare, troppo affret- 
tamente, non è esatta poiché il battello non incontrerà sola- 
mente i battelli partiti contemporaneamente ad esso e dopo 
di esso, ma anche quelli partiti nella settimana che ha prece- 
duto la sua partenza; cioè in totale 16 e non otto. 


L’ eredità dell’arabo. 


Un arabo morendo lasciò 17 cammelli ai suoi tre Agli da ri- 
partirsi per metà al primo, per un terzo al secondo e per 
un nono al terzo. 


Siccome la spartizione presentava difficoltà, gli eredi si ri- 
volsero al cadì (giudice) che risolse la guestione nel modo se- 
guente. Si fece prestare un cammello e fece la spartizione sui 
18 cammelli, in modo che ne toccarono 9 al primo, 6 al se- 
condo e 2 al terzo. Il cammello preso ad imprestito venne re- 
stituito e i tre figli furono lietissimi dell’opera del loro giudice, 
poiché ognuno di essi aveva ricevuto in più di quanto il loro 
padre aveva stabilito, rispettivamente i Ù + ed 3 di cam- 


mello. 
Questo curioso risultato che a tutta prima sembra parados- 
sale deriva dall’essere la somma: 


7ti+4-i 
dimodochè qualora la spartizione fosse stata fatta secondo il 
testamento sarebbe rimasto % dell’eredità, cioè 7 di cam- 
mello non ripartiti. 


Un problema da osti. 


Due recipienti A e B, contengono quantità eguali, il primo 
di vino, il secondo d’acqua, Si preleva da A una Certa quantità 


(3) di vino, e sì versa in B; poi si preleva da Bla stessa 


quantità di miscela e si versa in A. Si domanda se la quantità 
di vino così tolta dal recipiente A sia maggiore o minore de 
quantità di acqua tolta da B. È 

In generale verrà affermato che la quantità di vino prelevata 
è maggiore di quelia dell*acqua, mentre le due quantità sono. 
eguali. ao 


Sia infatti mil contenuto tanto di A che di B ed sa la quan. 
tità prelevata. In A rimarrà una quantità di vino espressa da 
H 1 
nHt1 
e in B una quantità d’acqua espressa de 


mim 
near 


m n 
mea Sui SALI 
È x 


che sono quantità eguali. 


Le teste capellute. 


Dimostrare che ci sono sulla Terra molti uomini che han o 
lo stesso numero di capelli. 


Un uomo paziente e sfaccendato ha contato 0 calcolato che . 


da Una testa umana contiene, in media, 164 capelli per cmq. E 


| sendo la superficie della testa all'incirca di cmq. 780 sarà prov: si 
vista di circa 127920 capelli. Dunque ogni individuo dovrà avere 
da un minimo di 1 ad un massimo di 130000 capelli in cifra tonda. 
Ogni 130000 individui dovrà dunque ripetersi uno stesso numero 
di capelli per una nuova testa.... b: 
Si può naturalmente estendere una simile considerazione a 
generi diversi dai capelli, come le penne degli uccelli, le foglie. 


degli alberi, i fiori, i frutti, i caratteri delle pagine di un 
libro, ecc, 5 


Il testamento del Nabab. Ra: 


Un Nabab lascia in eredità ai suoi figli, tra altro, un ce o 
numero di diamanti di ugual valore, a queste condizioni è 


Che il primo prenda un diamante 64 di ciò che rimane; 


s 
il secondo due diamanti e La di ciò che rimane. e così di 


seguito. Fatta la spartizione si troca e 
acuto lo ste830 r 


he ciascun figlio ha 
di diamanti. Quanti erano i 


Lumer 


dia= 
manti e quanti i figli ? 


La soluzione algebrica del 


difficoltà, ma un modo di 
T 


rabile è quello 


problema 


non presenta alcuna 
soluzione più semplice e più affer- 


che indicheremo e che probabilmente, secondo 
Lucas, fu seguit | 


so in origine 


» cioé in India. 
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Rep resentiamo i 
PE 


Gdamanti con pedoni bianchi o 
conda de 


ll’opportunità, e partiar 
come nella fig. 1. 


neri, a se- 
no da un quadrato di 6 di lato 
Disponiamo la colonna nera al disotto 
del rettangolo bianco, come vedesi nella fig. 2. Si vede che 


sottraendo il pedone nero eccedente a destra ne rimangono 5 
la settima Parte del totale rimanente, Il primo 


che sono appunto 


figlio avrebbe dunque avuto 6 
Ripetendo le stesse m 
hanno le fig. 3 e 4. 


diamanti e ne rimarr 
anovre su questo rettan 
sicchè togliendo ì 
O quattro che sono la s 


ebbero 30, 
golo di 30, si 
due diamanti spor- 


genti ne rimangon ettima parte dei re- 


RE pe 


stanti e così via (fig. 5 - 6, ecc). Cosicché i figli sono 6 e &' 
ciascuno toccarono 6 diamanti. i 
Il procedimento non cambia se in luogo di un settimo si 
abbia nel problema un’altra frazione, cioè un ennesimo; il 
numero dei figli sarà n — 1 e quello dei diamanti (n —- 1). 


È 


00 
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Questo metodo, che si puo chiamare grafico, ha però il di- 
fetto di cominciare con la soluzione ...... anziché finire con 
essa; si parte da un quadrato di 36 peszi perchè si sa 
già che tanti debbono essere, mentre alla soluzione per via 
algebrica si perviene in modo normale procedendo dal noto 
all’ignoto. Si può nondimeno accettarlo come un artifizio 
utile e pratico. 


I pani condivisi. 


Due viaggiatori arabi, uno dei quali ha 5 pani e l’altro 3, ne 
incontrano un terzo ricco ed affamato. Pranzano insieme 
e il'ricco viaggiatore dà loro come retribuzione 8 monete 
d’oro uguali. Come dovranno farne la divisione tra loro 
î due compagni ? 


La spartizione dà luogo a diverbio, pretendendo, il viaggia- 
tore dai 5 pani di avere 5 monete, mentre l’altro vorrebbe 
averne 4 e rimborsare al compagno il prezzo d’un pane. 

Il cadì risolvette la divergenza con queste parole: «Avete 
«torto entrambi. Si puo ammettere che abbiate diviso ciascuno 
«dei vostri pani in tre parti uguali, ossia 24 parti in tutto, e 
« Che ne abbiate mangiate 8 per ciascuno. Colui che aveva 5 
€ pani, ossia 15 parti, ne ha dunque ceduto 7 al terzo viaggia- 
«tore, mentre l’altro non gliene ha ceduto che una. Le mo- 
«nete debbono quindi essere divise in ragione di 7 ed 1 ». i 


ni bean 


ig 


I tre gioielli. 


Disponete su di un tavolo tre oggetti (per esempio: un anello, 
un orologio, un portamonete) e una pila di 24 gettoni. 

Pregate tre persone di prendere ciascuna uno degli oggetti, 
Senza che voi sappiate quale abbiano Preso. Consegnate alla 
persona A un gettone, alla 8 due e alla terza tre e lasciate 
sul tavolo gli altri 18 Passate poi in altra sala dalla quale or- 
dinerete alla persona che si trova in possesso dell’anello di 
prendere tanti gettoni quanti ne ha; a quella dell’orologio di 
prenderne il doppio di quelli che hà ricevuto, e a quella del 
portamonete quattro volte quanti ne ha avuto, 

Rientrando allora nella sala contate quanti gettoni restano 
dei 18 e allora potrete indovinare in questo modo chi abbia 
Preso l’uno o l’altro oggetto: 


Se ne restano La 1% persona A La 2a B La terza 

avrà: avrà: avrà: 

1 Anello Orologio Portamonete 

2 Orologio Anello Portamonete 

3 Anello Portamonete Orologio 

5 Orologio Portamonete Anello 

6 Portamonete Anello Orologio 

7 Portamonete Orologio Anello, 


È impossibile che restino 4 gettoni come vedesi dal seguente 


Prospetto, nel quale sono indicati i 6 casi Possibili di riparti 
zione dei primi 6 gettoni fra le tre persone: 


Anello Orologio Portamonete 


1 2 3 
1 3 2 
2 1 3 
2 3 1 
3 1 2 

2 1 

I gettoni Presi dai 18 saranno rispettivamente: 
1 4 12 totale 7 
1 6 8 » 15 
2 2 12 » 16 
2 6 4 » 12 
3 2 8 » 13 
3 4 + » 11 
a 
“ "ps PESA è. 


LT 


Il cacciatore e l’amico. 


i Un cacciatore va a caccia con un amico e pattuiscono che 

; per ogni colpo mancato, l’amico riceverà 5 lire, mentre per 

ogni colpo buono ne dovrà pagare 4. Dopo 12 colpi l’amico deve pi 

i pagare 12 lire; quanti colpi ha mancato il cacciatore ? 
d Risposta, Assai facile: 4. 


Quante pecore ? 


Lisippo chiese al pastore Numidio quante pecore possedesse. 

Rispose il pastore: non lo so esattamente, ma se le conto per 
due, per tre, per quattro, per cinque o per sei, sempre ne. 
avanza una, mentre se le conto per sette nessuna ne avanza. 

Al che Lisippo tosto rispose: Ebbene, Numidio, tu hai 724 
pecore. 

Infatti il numero delle pecore doveva essere il prodotto di 3 
2>x3x4><5 x 6 aumentato di una unità. ; 


Il traghetto. 


\ 
dle è 
, 


Un contadino vuol traversare un fiume portando con sé un'© È 
lupo, una capra ed un gr0ss0 cavolo, ma non dispone che 9 
d’una barchetta così piccola da non poter contenere che 
lui ed una sula di tali cose. Come dovrà fare per evitare 
che il lupo mangi la capra o questa il cavolo? 


Dovrà cominciare col traghettare la capra; indi ritornerà a °° ; 
prendere il lupo e lo lascerà sull’altra sponda, riportandosi M. 
indietro la capra; lascerà questa e traghetterà il cavolo la- ME 
sciandolo col lupo, ed infine ritornerà per traghettare la capra. È 
In tal modo questa non sarà mai stata lasciata sola col cavolo i 
nè col lupo. Oh, i contadini hanno cervello fino, e così doveva ME 


essere fin da tempi assai remoti, poiché di questo problema sì 
trova indicazione in libri antichissimi. 


x 
tale 


I tre mariti gelosi. 


cme i nn at 


4 


Y 


Tre mariti gelosi si trovano con le rispettive mogli sulla 
sponda d’un fiume che vogliono attraversare. Non dispon- — 
gono che di una piccola imbarcazione senza barcaiolo, | 


3 
parere 


ghettare succe 
condotto una, 
traghettarla. 


Nora | ge 


nella quale non possono trovar 
volta. Siccome nessuno dei*tre 


moglie in compagnia degli altri due, come effettuare la 
traversata ? 


posto che due persone alla 
vuol lasciare la propria 


Questo antichissimo problema non é che la 
di quello del lupo, della capra e 
temente 

Rappresentiamo con 
con A-B-C'i tre 
nistra sia 
vranno f 


generalizzazione 
del cavolo trattato preceden- 


due tratti verticali le sponde 
mariti, con a-b-c le 1 
la sponda di partenza. Ecco in 
are i successivi passaggi: 


del flume, 
oro mogli. La si- 
qual modo si do- 


A | A 


ò Passano dapprima due mogli. 


A a 
Una di esse ritorna e passa pg b 
con la terza. 
8; e 
G A ; 
B Una delle mogli ritorna e ri- 
i mane con suo marito; gli 
GL |a altri due mariti passano, 
î b 
B A 
: . G 
Una moglie d ritorna con suo 6 | 
marito 8 e sbarca. a 
e | 
ò | } A 
:B 1 due mariti ‘attraversano il 
c PE fiume. 
| } a 


La moglie a, la sola che si trova sulla riv 


ssivamente le altre due, 
cede la barca al marito d 


a opposta, va a tra- 
Oppure dopo averne 
ella terza, che va a 


fe Mn î 


n 4 + 
I quattro mariti gelosi. 


Questo problema, nelle condizioni del problema precedente, 
non è possibile. Tartaglia, il celebre matematico bresciano 
(1510-1557) lo aveva ritenuto possibile, in causa d'una svistà. 

Si può dimostrarne l'impossibilità nel seguente modo, In 
primo luogo ad ogni successivo passaggio il numero delle per» 
sone traghettate non può aumentare che di un’unità. 

Ammettiamo dunque che siano passate due, poì tre, poi quat= 
tro persone, col procedimento già indicato, e vediamo se sia 
possibile traghettarne cinque. 

Queste cinque persone potrebbero passare in una delle se- 
guenti combinazioni: i 


4 donne | 3 donne 2 donne 1 donna 
5 uomini | 2uomini | 3 uominî | 4 uomini 


Ma i primi due casi sono impossibili stando all’enunciato fi | 
poichè si troverebbe qualche donna con un uomo senza. il 
proprio marito ; lo stesso dicasi per il terzo caso. Quanto al- d 
l’ultimo caso esso non può aver luogo se non ammettendo che Ei 
nell’ultimo passaggio siano stati traghettati due uomini op- 
pure un uomo ed una donna. Ora, non si potevano traghettare —& 
due uomini perchè sulla prima sponda sarebbero rimasti due se i 


 _iÒÀ'B''f|ì|]l|ì{{ììîììì=f=psfgpgp®”>pymgc= ‘+e 
Prima sponda |Seconda sponda 


n | 
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uomini e tre donne; e neppure si potevano traghettare un” 
uomo ed una donna poiché si sarebbero avuti sulia prima 
sponda un uomo e quattro donne, Dunque non si possono far 
passare cinque persone per le esigenze dell’enunciato del pro- 
blema, epperò questo non si può risolvere, 

Non è più lo stesso quando si ammetta di poter traghettare 
non due ma tre persone nella barchetta. Il precedente pro- 
spetto fndica le successive posizioni degli uomini e delle donne 
sulle due sponde, indicando con A, B, C,D i mariti e con 
A, bd, c, d, le rispettive mogli. 


Il mercante di montoni, 


Un mercante compra 11 montoni a 35 ltre per capo. Ne perde 
un certo numero e ricende i restanti aumentando il prezzo 
d’arquisto di tante volte 5 lire quanti sono i montoni per- 
duti. Così operando egli non ha guadagnato nè perduto. 
Quanti montoni ha perduto? 


La spesa fatta dal negoziante é di 11 x 35 —= 385 lire, pari al 
ricavo dalla vendita dei montoni restanti; il numero di questi 
è un divisore di 385 ed effettuando la divisione si trova per 
quoziente un numero uguale a 35 aumentato di tante volte 5, 
quante sono le unità del numero di montoni venduti. Ora 385 


questo fattore 5, ossia tale divisore è uno dei numeri 1, 7, 1{ 
O 77. Dovendosi escludere l’i1 e il 77, sarà necessariamente il sa 
dunque il negoziante ha perduto 4 montoni. Infatti: 


7x 55 = 385 


Il problema dei buoi di Newton. 


I. — Sapendo che 75 buoickanno pascolato l’erba di un prato di 
60 are (1) în 12 giorni, e che 81 buoi hanno pascolato quella 
d’un prato di 72 are in 15 giorni, si domanda quanti buoi 
occorreranno per mangiare in 18 giorni erba d’un prato 
di 96 are. Si suppone che nei tre prati l’erba sia alla me- 
desima altezza al momento dell’entrata dei buoi, e che 
continui a crescere dipoi uniformemente. 


(1) Per semplicità, ho sostituito l’ara alle antiche misure di superficie, 


su ai 


L’erba che cresce in un giorno su di un’ara equivale alla 
quantità d’erba che ricopre attualmente una certa superficie 
che per ora possiamo indicare con s. Secondo il problema, 75. 
buoi hanno pascolato in 12 giorni l’erba d’un prato di 60 are, 
e, in più, 12 x 60 volte l’erba che .copre la superficie s. 

Così pure, 81 buoi hanno pascolato in 15 giorni l’erba d’un 
prato di 72 are, e, in più 15x72 volte l’erba che ricopre la. 
detta superficie s. 

Dalla prima condizione risulta che un bue mangia in un 


giorno l’erba d’un prato di are, e, in più e dell’ erba 


60 
12x75 
contenuta nella superficie s. 

Ma queste due quantità d’erba sono evidentemente uguali; 


: 60 72 . ì 
inoltre 1<375 > T<3gi e |a differenza rappresenta l’erba di 


un prato di are: 


60 72 . : 
Invece 35 < di la differenza: 


72 60 4 


U 75. 8x5 


rappresenta l’erba contenuta in una frazione di s uguale a cor. ci 


Affinchè vi sia compensazione, occorre dunque che ipz5oi id 


gra: , 
valgano PETT di ara, donde la conclusione che la superficie " Si 
s è uguale a: 1 


ig 1 
dx 9<5 39 di ara. 


Le quantità d’erba che crescono nei tre prati durante il sog= 3 
giorno dei buoi sono dunque rispettivamente uguali alle qi An* | 
tità d’erba attualmente contenute nelle superfici di are: “d 


_12>< 60 _ 15>< 72 18 x 96 
= 60 i = 9% — LO = i 


Il problema propostò rinviene perciò a quest’altro: 


15 

RI. Una mandra li 75 buot pascola in o giorni l’erba di 

un prato di 120 are: tn; ‘tra mandra di 81 buoi pascola 

a di un prato di 1682 are ; st domanda 

quanti buoi occ‘ rreranno, a tale stregua, per 
l’erba d’un prato di 240 are in 18 0i 

e tinizialme 


tn 15 giorni leril 


mangiare 
rPni, sapendo che | ‘erba 
za net tre prati e che 
buoi. 


ente alla stessa altez 


mon 
durante il 809 jiorno dei 


resce 


Le due c ndizioni enun( iate rientrano l’una nell’altra. Con- 
la prima, diremo che; 


buoi mangiano in 12 giorni l’erba d’un prato di 4120 
)\a d’un prato della medesima estensione sarà pasco- 


giorno da una mandra di 75 >< 12 buoi e in 18 


siderando s lamente 


da una mandra di — buoi. Se l’erba d’un prato di 
120 are è 


dx 12 


—s- buoi; 
18 


mangiata in {8 giorni da una mandra di 
al’erba d’un prato di un’ara sarà Pascolata nello stesso tempo 
75 >< 13 1 : na 
da una mandra di o buoi, e, infine 

15 120 


s l'erba d’un prato di 


at | 
ato da 


per mangiare, 
nello stesso t 


numero di 


empo 


240) are, occorrerà un 


100 


pr‘ )posto, 


La pecora al pascolo, in vincoli. 


i 
St lega una pecora ad un palo in un prato con una corda di 
lunghezza tale che essa possa nutrirsi per un giorno. 
Quale lunghezza occorrera dare alla corda il secondo 


giorno, il terzo, ECC., supponendo che l’erba non cresca né 


germogli ? 


Se R è il raggio del circol 
i nel primo giorno, è facile 
| Yrà poter tondere 


O che ha potuto tondere la pecora 
vedere che nei giorni successivi do- 
fino a raggi l'appresentati da: 


si | 


| RV 2 RV 3 RV: RV 5 RV 6 ec 


[e] 


dui & 


bo 


i 6 
Le fatiche del facchino. Bic 


Un facchino deve distribuire 6 oggetti a6 inquilini d’una CAZ 
che abitano a ciascuno dei 6 piani. Egli non può porta 
che un oggetto alla volta. Tra un piano e Valtro vi è wi 
scala di 21 gradini e tra la strada e il piano del po ti 
vi sono altri 7 gradini. Quanti gradini dovrà in tutto sa 


lire quel facchino per portare tutti gli oggetti a destin 
zione ? : 


Soluzione. — Per portare il primo oggetto il facchino 
gradini; pel secondo 7 + 21; pel terzo 7 + 21 + 21, ecc, adi 
Egli sale dunque in totale un numero di gradini dato dal 
somma dei termini d’una progressione aritmetica di 6 ter mM 
dei quali il primo è 7 e l’ultimo 7 +5x21=ti2ela ragione 
ossia: pà 
ST 6.357 gradini. 
I. Osservazione. — Questo problema può mettersi sotto all 
forme, per esempio questa: vi: 


In un tratto di strada vi sono, da un lato, 15 par. 


la distanza fra due successivi è di 10 metri. App 
primo paracarro vi sono 15 oggetti uguali che si trati 
di collocare, uno sopra ciascuno dei paracarri, non aspe 


tandone che uno alla volta. Quanti metri si saranno De 
corgi in tutto, quando tutti gli oggetti saranno al DO 
indicato ? “Gs 
Dall’origine al 1.° oggetto metrì 

» » 2,0 

» 3.0 

» 40 

» 14,9 

» 15,0 

In totale dunque: 


10+2-410+3-410+ 
ossia: 


srt x 14 = 1050 


Aggiungendone altrettanti 
ultimi 14><10, si ha: 


1050 + 1050 — 140 = 1960 metri. 


per le corse di ritorno, m e Lc 


si MI 


RI. Osservazione, — Analogo ai precedenti 
guente: 


è il problema se- 


È Sé ha un paniere e 100 ciottoli in linea retta, distanti 
un metro l’uno dall’altro, il paniere essendo ad un metro 
dal primo ciottolo. Due persone scommettono fra loro che 
una raccoglierà i ciottoli uno dopo l’altro e li porterà 
nel paniere: l’altra nel frattempo andrà dalla porta della 
propria abitazione alla porta dello chiesa e tornerà al 
punto di partenza. Quella che avrà terminato prima acrà 
vinto. Supponendo che le due persone camminino: con 
uguale velocità, quale vincerà la scommessa sapendo che 
la distanza fra le due porte è di circa 5050 metri? 


Il ragionamento è analogo a quello dei problemi precedenti. 
La distanza che deve percorrere la prima persona è data da: 


2 (1 + 100) i 
= È — >< 100 =10100 metri 
cioé tanti quanti deve percorrerne la seconda. Ma occorre 
notare che la prima deve perdere del tempo per raccattare i 
ciottoli ..... 


Gli otri di vino. 


Un facchino e un contadino portavano ciascuno degli otri di 
vino. Siccome il primo si lagnaca del soverchio carico, il 
secondo lo redarguì dicendogli: Di che mai ti lagni? Se 
io prendessi uno de’ tuoi otri aorei doppio carico di te, 
mentre se tu ne préndessi uno dei miei avremmo carico 
uguale. Quanti otri portava dunque ciascuno di essi? 


È evidente che la differenza tra i due numeri di otri deve 
essere 2, per la seconda condizione del problema. Perla prima 
invece la differenza dei due nuovi numeri sarà 4; ma allora il 
contadino ha carico doppio del facchino, per cui 4 rappresenta 
il numero attuale degli otri che porta il facchino; quando 
&vrà ripreso il suo otre ne avrà 5; dunque il contadino ne ha 7, 


2 — GRERSI, — Matem. dilett. 


da a 


MiA ieri È 


Le botti del vignaiuolo. 


Un vignaiuolo lasciò, morendo, ai suoi tre 
stessa capacità, ? delle quali piene di 
7 vuote. Come si potranno ripa 
Agli quel vino e quelle botti, 
sura ? 


figli 21 botti della È 
vino, 7 semipiene ed 
rtire egualmente fra i tre © 
senza far uso di alcuna mi È 


In mancanza di misure si 
botti piene e le 7 semi 
Ciascun fratello deve 


procede per ragionamento. Le 13) 
piene equivalgono a 21 botti semipiene, | 
dunque avere 7 botti semipiene, ossia: 


1 piena e 5 semipiene 


oppure: 


2 piene e 3 semipiene 


od anche: 


3 piene e 1 semipiena 
Aggiungendo la considerazione 


avere ? botti (piene o vuote) è faci 
ammette le due soluzioni seguenti: 


che ciascun fratello deve È È 
le vedere che il problema 3 


Piene semipiene Vuote 
A 3 


Osservazione. — In modo analogo sì ripartirebbero 24 botti, — 


delle quali 8 piene, 8 semipiene e 8 vuote, in 4 modi; 27 botti. { 
in 3 modi, ecc, A 


1 


eremita e la grazia del santo. 


Un pellegrino capita ad un er 


Bi 


emitaggio. L’eremita gli rac- — 


. } t 
conta come abbia in esso tre immagini di santi miracolose; pi 
che fanno la grazia di raddoppiare i denari che i fedeli # 
hanno in tasca; ma occorr. È 


e pregarli con una certa pre=. 


19 


Qhiera che | ‘eremita 


oende per procurarsi di 
e la vende contro la retribuzione di 1 


0 lire Der 
che verrà concessa. Accettato. 


Il pellegrino recita la Preghiera alla 
Faddoppiarsi il Proprio peculio; paca le 40 
ricomincia con la seconda immagine 
altre 10 lire: poi prega la terza, ha 
le ultime 10 lire come d’acc 


lire all’eremita 
; avuta la grazia Paga 1 
ancora 
Ordo e... resta senza un soldo 
Troppa grazia! 

È facile trovare che il 


pellegrino posse leva 
e che l’eremita 


sole L, 8.75 
doveva essere riuscito 


g/dD + è 


a saper ). 


Il benefattore ricompensato, 


Un divoto entra in una chi sa con una certa somma in tante 

Pezze da due lire; egli dà i poveri tanti soldi quante sono 
le sue monete da due lire. Dio gli cambia le monete che gli 
rimangono in questi il divoto ne 


altrettanti scudi. Di 
spende 7 e se ne t rna a casà col doppio di quello che pos- 
sedeva entrando in chiesa. Quanto Possedeva egli allora ? 


Quel divoto ha distribuito in tanti soldi 1 Sella somma che 
4 

. 5 ì La i ° 39 

aveva al suo entrare in Chiesa, per cui gliene restano 

Questo resto è composto di monete da ? lire ct 


« Fe Che vengono tra- 

sformate in iscudi, ossia lese due volte e mezza più grandi; 
sa sa Lai - 3 39 5 ivi 

C10 che gli restava diviene quindi i in < 3 ossia i 16 della 
i tA4 0 


somma primitivamente Posseduta. 


Il divoto spende allora 35 lire e gli resta il doppio del suo 


di esso, Cosieché 


lai > sai 
avere iniziale, ossia i € 35 lire rappresen— 
O 


tano i TA della somma primitiva, onde Segue che la somma 
; 
16 


cercata è 35x la 80 lire. 


che Divere, 


ogni grazia 


prima immagine e vede 


la grazia e paga 


e 


e 


| 


2E, Sg 


Un furterello di vino. 


spartirsi il vino in parti uguali © 
Essendo il problema indeterminato, si procede per tentativi; 


seconda è alquanto più semplice. 


litri 
— = -r_. 
1.8 - Capienza del fusto e delle tra 
CARUSO RODA p MER 
Quantità di vino contenute in 
BIBI RS et 0 0 0 
Si riempiono 2 misure e parte 
memn:terza: ord. 0 8 (4 5 
Si versano 46 litri nel fusto . 16 8 0 dd 
Si opera un traverso . . . . 16 0 8 0 
Si riempie la misura di 13 litri 3 13 8 0 
Si riempie la misura di 5 litri 3 8 8 5 
Si ottiene infine... .., 8 8 8 0 
2.* - Si riempiono due misure .. 8 0 3 5 8 
È” 
Si fa un travaso. ...... 9: died 5 È 
Si finisce di riempire la mi- 
I sura di 43 litri coi 5, e l’a- @ 
i vanzo si versa in quella da 3 
Ì di eri SIA 8 13 3 0 


Si riempie di nuovo la rni- 
sura di 5 litri . 


Si travasa . 


Tre soci rubano un piccolo fusto contenente 24 litri di vino; 3 
essi non dispongono che di tre misure le cui capacità sono A 
di 5, 11 e 13 litri. Come dovranno fare le misurazioni per Di 


ecco due tra le varie soluzioni che ammette il problema; la & 


MEN QI 


— 24 — 


Un problema di Leonardo da Pisa, 


Due torri A e B alte, una 30 Passi; e l’altra 40, sono distanti 50 


passi; fra esse si trova una fontana F verso la quale due 
uccelli scendendo dalle sommità delle due torri si dirigono 


B\ 


\ s A 


Fig. 7. 


con velocità uguali e pervengono ad un tempo; quali sono 
le distanze orizzontali dal centro della fontana alle due 
torri? (Leonardo da Pisa, Liber abaci, 1202). 


La soluzione, assai facile, ci dà: 


FN = 32 FM = 18 


Indovinare l’ora pensata, 


i I. — Si inviti una persona a pensare un? 
«Sul quadrante dell’ orologio, un’altra è. Partendo allora da 
quest’ultima ora la persona dovrà, Procedendo in senso con- 
trario a quello delle sfere, toccare successivamente le ore con- 
tando mentalmente Gr Gt ap3 fino a b+ 12: l’ora 


Sulla quale verrà in tal modo a fermarsi sarà appunto l’ora 
pensata. 


ora a, e a designarne, 


Se, per es., l'ora pensata è la VIII, la persona che l’ha pei . 
sata dovrà designarne un’altra. per es. V, e contare 8-9. 13 
1-22... filo a V4 ia 17, toccando successivamente da 
ore V-IV-H-IIl-I- XI- XI-X-IX - VII ; quando avrà © 
contato fino a 17 sarà giunta precisamente sull’ora pensata, VII 

La spiegazione di tale regola è facile, a 

Contando mentalmente si perviene in ultimo alla (b+12—a) 
esima ora; ma, poiché si procede a rovescio delle sfere, si deve 
passare su (b — a) ore per arrivare all’ora a e l’ aumentare | 
tale differenza (D — a) di 12, non ha altro effetto che di nr 
fare un giro completo del quadrante. ‘a 

Essendo poi l’espressione b +12 — a sempre positiva, poich 
A < 12, facendo puntare alla persona le ore fino alla (6 -+12— 
esima, si dà alla regola una forma generale per tutti i ca 
cioè tanto per db> a come per b<a. dg 

Il. — Una persona A pensa un’ora, per esempio IX, e cont 
mentalmente a partire dall’ora pensata, fino a 20, nel men 
ora pensata punta le o È 
VII, e procedendo in senso & 


Cosicchè quando A dirà {{ 
B punterà sul VII e così via. Quando A arriva al 20, 8 si trd HH 


ull’ora XI e in generale la 
(® + p)ma ora è fatta sull’ora 20— p. 
= 20 — &, quando A è alla 20ma ora, B segna 


Quando si voglia ripetere con le stesse persone questa ri- 


creazione conviene cambiare l’ora fissata (che era VII nel no= 
stro esempio) ma occorre cambiare in pari tempo il numer 


N fino al quale A deve contare; esso si stabilisce così, chi 
mando H l’ora di partenza prescelta : 


N=H+12+1, 


Così se si sceglie come ora da cui partire, puntando sul qt o 
drante la V, si dovrà far contare fino a 48. 3 

Nota. — Questo gioco può applicarsi ad un n È 
m<20 di oggetti, come carte, domino, ecc. Supponiamoli in- 
fatti disposti su di un tavolo in un certo ordine numeri È 
che una persona A ne scelga uno di posto n. 23 


umero qualsi 


Se, partendo dall’oggetio che Cupa il posto 19 — m si ri- 
Sale in senso contrario a quello primitivamente seguito, di 
20—m posti, si ricade alla fine sull’emmesimo oggetto; di 
modo che se in Pari tempo R tocca l’oggetto di posto 19 — m, 
4 conta n+{:; quando 2 tocca l’oggettò di posto m (proce- 
dendo in senso inverso) A conterà mentalmente (M+20-m)e 
infine l'oggetto di posto rn, cioè quello scelto da A, sarà toc- 
cato da 8 quando avra contato fino ad (n +20— n) ossia 
fino a 20, 


L’evasione del pretendente, 


In una cella 0 d’una prigione è rinchiuso un nuovo Luigi Na- 
Poleone. Le celle di questa prigione, d’un genere un po’ singo- 
lare se si vuole, comunicano l’una coll’ altra per mezzo di 
Porte che si possono aprire nel senso indicato dalla fig. 8 e 


cn bi. 

sono semplicemente chiuse a saliscendi; ma vi sono poi le. 
porte A, B, C, D, E, F, le cui chiavi sono rispettivamente nelle 
celle, a, d, c, d, e, f. Il prigioniero è riuscito a procurarsi la | 
chiave che apre le tre porte della sua cel 
dovrà seguire per riuscire 
Egli comincerà coll’ 
rario che indichiamo 
nelle varie celle le chi 
Avrà dunque dovuto 
a quella della libertà, 
con un accurato studio su 
naturalmente da un amico, 


Decimazione. 


Ecco un antico problema 
generale troppo ingenue pe 

Così Egesippo narra che i 
vita con questo strattage l 
Jotopat, Giuseppe con 40 de’ suoi correligionari cercò rifugio Ùl 
una caverna. Con sua gran 


tare che, nonostante le s 


posto sarebbe stato precipitato a mare. Si tratta di disporre i 
Passeggeri in tale ordine da salvari i 15 cristiani. 

Non si può formulare una regola per ja soluzione dei pro- 
blemi di questo genere. Nel caso indicato i cristiani debbono 
occupare i posti Licia 10, 11, 13, 14, 15, 17, 20, 21, 25, 28, 29; 
per ricordarli Bachet ha indicato questa frase nella quale l’or- 
dine da seguire (cominciando coi cristiani) è dato dalla vocale 
contenuta nella parola convenendo di far contare a per I, 
€ per 2, £ per 3,0 per quattro ed « per 5. 


4 5 2 131 i 
Mort tu ne Sailliras pas 

2 2 31 2 24 
En me licrant le trépas 


Sicché la disposizione sarebbe la seguente (1 
CCCCTTTTTECTECETETTECITTETTECI 


I ponti di Kcenigsberg. 


Siamo in Pomerania nel 1759, e precisamente a Kcnigsberg. 

Il fiume si divide in due rami formando un’ isola che è colle- 
gata alle sponde con sette ponti a, bd, c, d, e, f, 9g. 

Da tempo è stato posto questo problema: È possibile fare una 
Passeggiata attraversando non più d’una volta tutti i ponti % 

Non siamo in Srado di precisare quanto questa srave qui. 
Stione abbia preoccupato finora gli abitanti di Kcenigsberg; 
ma in compenso possiamo dire che molto se ne sono occupati 
diversi matematici i quali hanno finito col concludere che occor- 
lerebbe fare un altro ponte per rendere Possibile il problema. 

Un abitante di quella città s’era Proposto di risolverlo pra- 
ticamente percorrendo in tutte le maniere possibili i sette 
ponti, ma siccome sul percorso si trova un manicomio pare 
Che si sia dovuto rinchiudervi il perseverante pomeranese, 
dopo che aveva già percorso un numero strabiliante di chi- 
lometri. Evidentemente non era quella la maniera da seguire 
non solo sul terreno, ma neanche sulla carta da scrivere. 

Non ci sarebbe un metodo semplice per giudicare senz’altro 
della possibilità o impossibilità ai risolvere il problema ? Qui 


{1) La î nella parola failliras deve essere computata una sola volta anzichè due, 


— 26, — 
calza un'osservazione d’Eulero, che è applicabile ad un 
numero di problemi nella geometria di sifuazione: € i 
cioè, in generale, più facile scorgerne l’ impossibilità che la. 
possibilità. 

Molto dipende dalla 
Che si adottano per lo 

Nel nostro caso abbi 
e chiameremo A B il p 
B, sia per il ponte a cl 


più o meno felice scelta delle notazi 
studio del problema. 

amo quattro zone territoriali A, B;Gi 
ercorso per recarsi dalla regione A 
le per quello b; la prima lettera 


in questo caso, ; 
mente dicasi per un 
se il viaggiatore attraveri 
àn+1 lettere, e la soluzione 

e otto, beninteso di regioni 
senza contare q ignano i ponti. In tali notazioni 
e C due ponti, si dovranno 
ue volte le lettere A e Bed A e C, mer 


trovare vicine d 


dovranno trovarsi vicine un 
rispettive regioni non sono unite che da un solo ponte. 

Tutto si riduce dunque a formare con le quattro lettere AR 
CD una serie di otto rtettere nella quale appariscano tante 


volte quanto si é detto le Coppie nacessarie, È Possibile tale 


Combinazione ? Studiamoci di dimostrare in Primo luogo tale 
possibilità. 

Consideriamo la regione A; se essa è unita a B con un ponte 
a il viaggiatore che lo attraversa o si trovava già in A O vi si 
troverà dopo, quindi, in un caso come nell’altro, la lettera A 
dovrà figurare una sola volta nella combinazione, Se tra AeB 
vi sono tre ponti a, bd, c, e il viaggiatore li attraversa tutti, la 
lettera A figurerà due volte nella notazione, sia che il viag- 
Biatore sia Partito da A o da un’altra qualsiasi. Con cinque 
ponti, A dovrà figurare tre volte, e in generale con numero 
dispari di ponti, 244. A apparirà un numero di volte metà 


ò î 5 «. 2042 s 
del numero dei ponti, aumentato di uno, cioè < CRE ossia 
n+1 volte, 


Nel caso Particolare del ponte di Keenigsberg in A fanno 
Capo cinque ponti e tre in ciascuna delle regioni B C D, per 
Cui A dovrà figurare tre volte nella Combinazione e le altre 
tre lettere due volte ciascuna. Segue da ciò che tale combi- 
nazione dovrebbe contenere nove lettere e non otto epperò la 
soluzione del nostro Problema non è possibile. Il nostro ra- 


gionamento ci ha dunque evitato la.... fermata del solitario di 
Kcenigsberg. 


a sola volta C, D e B, D poichè ]e 


Lo stesso ragionamento è applicabile a tutti quei casi nei 
quali il numero dei ponti che fanno capo alle diverse regioni 
sia sempre dispari. Quando il numero totale delle apparizioni 
di tutte le lettere non uguaglia il numero totale dei ponti au- 
mentati di uno, la soluzione è impossibile, 

Quando il numero dei ponti in A è pari, bisogna considerare 
due casi, secondo che il viaggiatore è Partito da A o da una 
altra regione. Se due ponti conducono in A e se il viaggiatore 
è partito da A, questa lettera dev’ essere ripetuta due volte ; 


Ma se il viaggiatore è partito da un’altra regione la lettera A 
figurerà una sola volta, 


a PE 


Se in A fanno capo quattro ponti e da essa parte il 
giatore, la lettera A figurerà tre volte, ma se egli è pai 
da un’altra regione, A sarà ripetuta due sole volte. In O 
Pale, quando il numero dei ponti che fanno capo ad una 
gione è pari, la notazione corrispondente contiene la le 


corrispondente + volte se il viaggiatore è partito 


tale regione ed F volte se è partito da un’altra regione, 


Siccome la partenza non può effettuarsi che da una reg 
si prendorà sempre come numero delle ripetizioni di una. 
tera la metà del numero dei ponti per una regione pari, 
metà del numero dei ponti aumentata d'una unità se la 
gione è impari, È 

Nel vaso in cui la partenza abbia luogo da una regione li- 
spari il problema sarà impossibile se il numero totale del 
ripetizioni delle lettere non eccede di un’unità il numero td 
tale dei ponti Nel caso di partenza da una regione pari il p 
blema sarà impossibile se il numero totale delle ripetizi 
delle lettere non è eguale al numero dei ponti, poiché si d 
aumentare d’una unità per la regione pari di partenza, e 


essa soltanto, il numero delle ripetizioni della lettera che è 
essa corrisponde. 


Regola pratica, — Consi 
Nella figura relativa alla 
uno specchietto nel seg 


deriamo il caso di sette ponti, 
città di Kcenigsberg. Si può dispo 
uente modo, indicando con m il LU 


="=>="="=-=ae---:----_{{ N 


1 
Regioni i Ponti m + 1 
re ia LI 
A | 5 3 
B ' 3 2 
C I 3 2 
D 3 2 


mero dei ponti che fanno capo ad una data regione e 20 


il numero totale dei .ponti. Il totale dell’ultima colonna è i 
periore ad n +1 cioè ad 8, sicché il problema è impossibi 


recent 


sua Ma 


La fe. 10 si riferisce al caso di due isole e di 15 ponti. For- 


mando il quadro secondo la Pegola stabilita avremo: 
de , é 4 m m 
n Regioni Ponti m 3o+1 5= 
A 8 - 4 
B 4 _ 2 
G 4 FÀ 
D 3 PA 
E 5 3 _ 
F b —_ 3 
5 11 


Î 16 

] 

Abbiamo n + 1 = 416, sicché la somma delle due ultime co- 

lonne essendo Uguale a tale numero, il problema è possibile e 
Precisamente in questo modo: 


DIEQBPAREMAKDIChAGC 
fFeAdFcBbFaE, 


ss 9 


Osservazione. — La somma della prima colonna è pre 
mente il doppio del numero dei ponti, perchè ciascuno di e 
è stato contato due volte, 
sempre pari. Perciò non è possibile che il numero delle region 
dispari sia dispari; nelle due ultime colonne avremo dunque 
È sempre un numero pari di numeri dispari ossia il numero del fi: 
i regioni dispari è necessariamente zero od un namero pari, È 
i Il problema è dunque possibile se tutte le regioni sono pari, — 
nel qual caso tutti i numeri delle due ultime colonne sono. È 
pari e la loro somma corrisponde al numero dei ponti. É 

Se il numero delle regioni dispari fosse pari, la somma dei ‘| 
nnmeri delle due ultime colonne sorpasserebbe di due, tre, | 
quattro..... nità il numero totale dei ponti epperò il problema | 
sarebbe impossibile. 


Concludendo, data una disposizione qualsiasi di regioni e d 
ponti, si dedurrà 


de e e 


corso deve com 


talmente quant 
ducono da una 


regione ad un’altra, per modo che il nume 
dei ponti riesce 


notevolmente Fidotto, e su questo numero 
stabilisce il percorso. Ciò fatto si ristabiliscono i ponti al n 
mero primîtivo, con un po’ d’attenzione. 


Tale è, sommariamente, lo studio fatto da Eulero sul P 
blema dei ponti e delle isole. 


I tracciati continui. 


Il problema dei 


ponti di Kcenigsberg, trattato preceden 
mente, si può ridu 


rre schematicamente alla fig. 11. sd 
tal genere si Può descrivere d’un sol tra dii 


emo rodi i punti come A, B, dai qu 


, ‘Pi ì , , n , : * 
L'ordine d’ui I i Mero del tratti che vi fanno 
capo; così l’ordine A nod ° st} : r 


Se in una figura ceome 


geol il rette e di curve, sia nel piano 
Che nello spazio, riusc ì percorrerle tutte ma una sola 


volta, ritornando 
eircuito chiusi «Ea 
nelle condizioni 


avremo percorso un 
ll potere effettua 


are tale percorso 
alle seguenti leggi. 


Le figure che non hanno nodi dispari si possono tracciare 
con tratto continuo partendo da 


ta un nodo qualsiasi (figg. 13,16, 18). 


cao GL 


È noto il teorema che le 


curve nelle quali il numero del 
Uuguaglia il grado si poss 0 


ono tracciare con moto 


ONU 


Fig. 13. 


È: 
Quando una figura ha dei nodi dispari, ma due soltanti 
può descrivere con tratto 


continuo partendo da uno di 


Fig. 14. 


Così la fig. 42 si Può descrivere in qualsiasi senso purché 
Parta da uno dei due nodi dispari Bo D. La fig. 14 è nelle sb 
condizioni. 4 SE 


SI 


— 38 — 
lodi Le figure aventi più di due nodi 
@ descritte con tratto continuo. Si 


lispari non possono essere 
PUO aggiungere che una fie 


f n 
/ IT» 
di f | DE | 
: pr £ : 
Î \ x o f° 9 
P. \ Lo % è, 
f Î \ \e / 
Pa j \ f = 
( Lf I H fr 3 
\ OI 
\ Y f \ t ; 14 / 
\ | » 4 \ D° #4 / 
\ / VaN T là e 
| ; VA “ - i aC 
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\[—____N 
È SS \ \ / 
A XI f, 
x 
Fig. 15. We 
Fig. 16. 
De 
z 
| 
\ 
\ 
\ 
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Fig. 17. 
gura 


avente 2 


Fig. 18. 


n nodi dispari, può essere descritta completa- 
mente in n percorsi distinti. 
Le fig. ìs0 d’impossibilità testé 
la fig n due percorsi e la fig. 1 


15 e 17 offrono il cr 
15 si può descrivere i 


3 — GHRERSI, — Matem, dilett, 


indicato; 
7 in quattro, 


3% — 


Fig 20 


Fig. 22. 


i 


La fig. 18 rappresenta la cosidetta sigla di Maometto cl 
tradizione dice tracciata dal Profeta con la punta dell a sci 


tarra sulla sabbia, in un sol tratto. Infatti tale figura n 


senta che nodi pari epperò si può tracciarla in modo co 
Partendo da uno qualunque di essi. 


La fig. 19 non ha che due nodi dispari in A e di 


può tracciarla in un sol tratto partendo da uno di essi 
minando all’altro. 


Così dicasi per le figg. 20-21-22, 


Fig. 23. 


Dividendo i lati d’un triangolo in un cento numero di pi 
Uguali e conducendo Per essi le parallele ai suoi lati s’ottit 
un reticolato a nodi esclusivamente pari e quindi tracci: 
in modo continuo (fig. 23). i 

{n modo analogo si potrebbe st 
allo spazio, cioè per figure solide 
Così, ad esempio, si Può tracciar. 
delle costole dell’ottaedro regola 


gli altri quattro poliedri regolari ( 
icosaedro). 


ca 


udiare il problema pi 
(lati e diagonali dei pol 2d 
e in un sol tratto Pi sit 
re, il che non può. È; 
tetraedro, cubo, dodeca@ 


J 


RI — 


#*f Il problema della coloritura delle carte geografiche. 


Questo problema, che praticamente dovette essere risolto 


dai cartografi da molto tempo, si può ridurre a questa propo- 
sizione: 


Quattro colori sono sufficienti per colorire una carta geogra- 
fica divisa in tante regioni, in modo che due regioni con- 
tigue non siano del medesimo colore. 


In mancanza della dimostrazione rigorosa, che presenta 
| gravi difficoltà e che ancora non fu data, si puo accertarsi 
dell’esattezza della proposizione col seguente ragionamento. 

Siano A, 8, C, tre regioni contigue ed una terza M contigua 


con A, Be C. La regione M non può avere che due posizioni, 


| Cicè: o completamente esterna al perimetro esterno della 


figura A +B+C,o completamente interna al perimetro in- 
terno di tale figura, posizione questa che indicheremo con M°. 


Fig. 24, 


In entrambi i casi, ogni porzione libera della superficie del 


piano della figura è compresa nei contorni di tre regioni sola- 
mente e quindi non è Possibile tracciare una nuova regione 


N contigua con A, B, C ed M. Il che vale quanto dire che è 
sempre possibile disegnare sul piano quattro regioni contigue 
ma che è impossibile disegnarne cinque, 


ii 


Se A, B, C, non sono co 
contigua con A: Bi 
diverso, onde ne 
sfavorevole. D’ 


ntigue una con l’altra, o se 
C, non è necessario colorirle tutte in mi 
segue che quello considerato è il cas 


bi 


Il cantiniere infedele. 


Il sig. Candido ha fatto fare nella 


propria cantina uh 
lario per bottiglie, costituito 


da nove caselle for, 


numero delle bottiglie su ciascun lato risultasse 
a 21. 


Come dispose egli le bottiglie a ciascuna nuova 
zione e di quant 


e bottiglie riuscì a defraudare il pi 
padrone ? 


e 
Sa 
& 


Indicando con a il numero delle bottiglie situate in ang 
€ con è quello delle bottiglie situate nelle caselle medie, | 
Vremo avere: 


RIO PERIZIE 


lle bottiglie è N=4 +2 db, evid 
i ha N=60, 


valori di a 
tano come 


+4 


Per valori di N inferior 


gativo. Dunque in totale 
disposizioni date alle 1 
indicate nel i 


18] 
i— = 
ns 
| 9 } ri 
i 
Il 

6 4 6 7 

Fig. 25 
9 3 9 


amn 


La 


10nt 


per 


(3,] 


rono 


ie e le 


quelle 


= ie 


Un problema analogo si potrebbe risolvere, per 26 b 
ridotte a 24 nei modi seguenti: 


Fig. 30. 


Prima del furto (fig. 30 o 31). Dopo il furto (fig. 32). 


Il tiro delle suore. 


Totale 24, 


Totale 2g, 
Fig. 33. 


Fig. 34. 


x 
È 
i 
È 
4 


— di 


nel quale caso 


e dopo la seconda visita le otto serventi 
tro suore, cosicchè il 
pre a 20. 

Si può fare il gioco 
modo qui indicato: 


totale da 32 persone 


anche su altra base, 


- g 


Le serventi entrate potrebbero essere otto anziehé quattro, 
la seconda figura sarebbe c 


Osì modificata : 


uscirebbero con quat- 


si ridurrebbe sem- 


Per esempio 7, nel 


| ‘ " | do N per 
| E i 2 i z 
| 3 i 3 i | - 3 i 
| I 
| = | 
: | Î 
bi | 1 5 ti Pl 
[ | 
Sa | [E 
È SE 34 i 5 i ge 
: il | : | i! i | 
e rrn_—_—_—_|I i! _—=àt|q@è]e 


Somma 16. 


L 


Somma 24. 


Fig. 37. Fig. 38. 


La croce di brillanti. 


Somma 20, 


Fig. 39. 


Una signora, molto ingenua, consegna al suo gioielliere una 


croce in brillanti \lappresentata nella 
notare come conosca il numero 
castonati poiché 


fig. 40) facen dogli 


dei brillanti in essa in- 
contandotli da una delle 


tre estremità su- 


periori fino al basso della croce ne trova sempre noce; ma 


il gioielliere, 


lanti è restituisce la croce 


poco scrupoloso, si appropria due dei bril- 
modificata in modo che la si- 


32 — 
gnora ingenua fatta 


la sua perifica trova se 
conto. Qual'è il trucco 


usato dal gioielliere ? 


in tutto a 17,, Pagione per cui il gii 


7.8.3 


seguendo la regola ‘che 
destra che a sinistra, 


Dovremo consi sa 
SOVrapposti sono Me due, e quello in cuî g 
considerati come uno, di 


derare due casi, 


quello cioè in cui due get 
considerati ev 


A 


Ecco due sotuzioni relative al 


f 


ed una relativa al sec 


ondo :aso: 


PA 4 6 ò 10 


HM. — S; cinque gettoni 


rappresentano cinque maiuscole R S 
TU V ed altri cinque le 


corrispondenti minuscole, in 
dovranno disporre, in linea retta, affinché 
sta possibile sovrapporre ccascuna maiuscola alla relativa 


minuscola, saltando sempre una sola coppia costituita di 
una maiuscola e di una min uscola? 


quale ordine si 


Ecco una soluzione del 


problema: 


rPUSRTUSVto 


la cui teoria n ìn e tanto 


i spostamenti si fanno nell’ordine 
alfabetico, R su r. S su s, ecc. 


DI 


semplice come potrebbe credersi. 
Nella soluzione indicata gl 


Problemi ferroviarii. 


I. — Un treno N, in una stazione munita di 
che non può contenerlo tutto, 
un altro treno M che viaggia 
Quali manocre sono da farsi? 


un binario morto 
deve lasciar passare oltre 
nella medesima direzione, 


MN 


Fig. 42. 


: Questo problema, ben noto e di continuo risolto special- 
Mente nelle stazioni italiane Così scarse di risorse d’ogni ge- 
nere, si potrebbe risolvere in un modo spicciativo Seguendo il 
Consiglio che è dato in una nota molto candida @’ un libro 
(d’altronde ottimo) del genere di questo; e tale consiglio sa- 


i ti — 4 
; rebbe di mandare semplìcemente il treno N a riposarsi 


stazione successiva provvista di tutte le comodità ! 


BÈ Non vofendo correre il rischio d’una bocciatura in t 
f movimento, daremo la soluzione genuina del problema, 
resto abbastanza facile. 


1.° Il trenc N viene immesso per una parte N' sul bin r 
morto, mentre la rimanente N! rimane sul binario, oltre. 
scambio, 


N" 


N' M Na t 
Fig. 44. 
sezione N'' con la ma 


Cchina andrà ad occupare il binario mq 
3.° Il treno M pa 


rte e non resta che ricomporre il trer 


N' 
Fig. 45. 
HM. — Un treno composto d'una locomotiva L di vetture 
M e di vetture viaggiat 
provvista d'un binario d 
Z, sul quale trovansi d 


N" M 


VML 


P 


Fig. 46. 


Z 
che i vagoni m ed M prendano il posto gli uni degli alt 
senza che abbia mai 


i at a trovarsi alcun vagone sulla ci 
principale P scompagnato dalla macchina, 


2 fi 


Soluzione. — Il treno prende m e li porta su S; ripassa per 
P e riprende m. La locomotiva ripassa per Pe si colloca a 
4 sinistra di m, poi il tutto spinge Ved Msu Z: L ed m ritor- 
nano su S; LZ facendo il giro per A va a riprendere V che 


el unisce ad m e facendo ancora il giro, sola, viene a fissarsi in 
; avanti ad m 


io 
(1) : 
Passeggiate di educande. 

I. — Le educande di un convitto, in numero pari, vanno ogni 
giorno a passeggio a due per due. Come si docranno di- 
sporre volendo che ogni ragazza si trovi successivamente 

5 in compagnia di tutte le altre, ma una sola volta? 
| 
A M 
i ora - 
| PA (| “Ng 
a | CR 
O/ A î | \ 
Ta :-- <P 
[| IA 
#3] | | | 
pt P fi 
\ | E-<" 
\| Ja 
\ / 
) if 
B\ Î | / 
N i fa 
a | tua? 
Cc I 
ati 
D 


Supponiamo che siano #4 le educande. Dividiamo una circonfe- 
| renza in 13 parti uguali e mettiamo una delle lettere (P) al cen- 
tro e le altre nei punti di divisione della circonferenza in un 
Ordine qualunque ; tracciamo poi le rette della flg. 47. La di- 
Sposizione delle ragazze per la prima passeggiata sarà : 


AP - BO - CN - DM - EL - FI - GH, 


srt ai pa i 


' 
È, 
A, 


AS re 
rx 


metro dell’indice, 
mità delle corde 


— 


Considereremo il feticolato rettilineo come un solo pe; 
lo immagineremo rotato d’una divisione della circonfe 
nel senso delle sfere dell’orologio, rimanendo fisse le 


sulla circonferenza Così Procedendo avremo per le ‘succe 
Passeggiate le combinazioni seguenti: 


OP - AN - BM - CL - DI - EH - FG: 
NP - OM - AL - BI - CH - DG - EF: 


MP - NL - OI - AH - BG - CF - DE; 


LP - MI - NH - OG - AF - BE - CD; 
IP-LH-MG-NF-0E-AD-BC; 


ovi in gruppo con un’altra, occorre che 
; altra, il che non avy 


sseggiano ogni giorno per due, come né 
problema precedente, 


esempio precedente (fig. 47) oi 
centro. A ciascuna rotazio 
Ppondenza dell’ estremità del 


e le compagne saranno per gruppi all’e 
perpendicolari ad esso, ; 


Ne he Co 


L’un l’altro seguendo, 


Abbiasi una fila di bambi ni 


tn passeggiata l'uno dietro 
Come si dev 


no disporre le file nelle 
perche oaoni ? imbo zi 
altro? 


l’altro; 
parie passeggiafe 
, Cicino a ciascun 


trovi una colta, sola 


n 


Si dovranno ax ere 


— 1) avvicinamenti poichè ognuno 


degli n bambini deve 


e essere vicin altri, il che cor- 

Fisponde alle ombinazion 4) a due a due. Ma 

&d ogni nuova fila sj han vt —1 avvicinamenti, epperò il nu- 
mì P ti? 

mero delle file possibili è -10€ pari deve essere il numero 


dei bambini. 
Per ottenere tutte le 


‘© permutazioni rettilinee giova ricorrere 
all’artifizio d’intr >durre una lettera supplementare oltre quelle 
Che designano i bimbi; si formano così tutti i 


Sì tutti i turni pari di 
#w +1 lettere; poi si apre la fila in 
tera supplementare 


n corrispondenza della let- 


letta lettera. 


e si sopprime 


Il gioco del giro tondo, 


e - Un certo numeri di bambi 


ni [AnNZAno ent 
per mano. Come si d cranno 


essi si trovi successivamente 
destra che a sinistra, ma 


tondo tenendosi 
disporre affinchè ignuno di 


a tutti gli altri sia a “i 
una sola volta? 


DiCIinN 


Cominciamo coll’osservare che il 
OVvrà essere dispari. Infatti in 


ì essi, un bam} 


numero totale dei bambini 
qualsiasi disposizione circolare 
ino ha due vicini uno a destra e l’altro a si- 
istra, che in un’ altra disposizione non potranno più essere 

condizione del problema; dunque tale 
contatto con un certo numero n di 
soppie di bambini e il numero totale di questi sarà perciò 


li stessi per l’ultima 
&mbino si troverà a 


2ntb1. 


Designiamo ora i bambini con le 1 
liamo la circonferenza del circol 


hiamo 2 n lettere ai vertici del 


ettere dell’ alfabeto : divi- 
o in2 n parti uguali, collo- 
poligono regolare e la let- 


sù: Gta 


‘»_ tera A sul diametro. Stabiliamo come prima dis pos: 


bambini una qualsiasi delle permutazioni circolari 
lettere: 


ABCDEFGHILMA 


P; Cee 


Fig. 48. 


Per ottenerne una s 


linee rette della figura come un’indice mobile che faremi 


sulla periferia. Avremo così, seguendo la spezzata d 
posizione : 


ACEBGDIFMHLA, 


Facendo rotare ]° 


ago nello stesso s 
visioni, si hanno le 


enso, di due, tre, ec 
altre disposizioni S 


AEGCIBMDLFHA 
AGIEMCLBHDFA 
MST AIMGLEHCFBDA 


In generale avremo così formato n peri 
delle 2 n 1 lettere, tali che due lettere 
non lo sono più 


in una di esse x 
si avranno a con- 
ioé quello in cui una 


n 


alcun’altra. Infatti non 


Siderare che due 


;aSsì 


delle due lettere 
uno dei punti di 


e situata all’ interno 


quello in cui occupa 
divisione della »lPconferenza. 


1.° Affinché due 


Ml 


lettere, una delle 
è necessario e sufficiente | 


per l’altra, il che non 

2.°- Affinché due 
Cessario e sufficiente 
ad uno dei lati da 


quali e A, siano vicine, 
‘he jl liama ro del]?; 
ie Il diamebi dell'a 


ha luogo che una sola 


lettere della 


periferia 


che la lettera Ci 


el poligono de] ago mobije: ora, tutte le di- 
Tezioni dei lati di tale p ligono, nel i 


sono differenti. 


M. — Bambini e 
come si docranno 
; 


ognuno dei m ischi sia ri RO, una sola volta hi 


ta volta, 
delle bambine e he ognuna di gueste sia vicina 


bam bine dan sano in t 


disporre i turni 


ndo dandosi la Mano; i 


successici volendo che 


crascuna 
una sola 


volta a ciascun 


dei maschi ? 


Siano A, Ba i 
mine. Dovendo Ognuno dei maschi trovarsi 
una bambina si avranno n? di tali 
scun turno se ne ] 


gli n maschi ed x, 8, 


/,°**--len fem- 
una volta vicino ad 
avvicinamenti; ma in cia- 


\anno 2 n, dunque 


il numero 


totale dei turni 


; x : n? str. n RE - 
deve essere Uguale al quoziente Ta — OSsIia a 57: SICChe il 
& TY h 


numero dei 
Se ora d 


maschi deve essere pari. 
ividiamo in n parti la 


circonferenza e congiungiamo 
° ; È 5 da iva dae 
1 punti a due a due otteniamo due pollgoni regolari di = lati. 


all’esterno e le fe 
Prima disposizione avremo 


Disponiamo i maschi Inmine all’interno. Come 
Per esempio: 
AxBB8BCYDdE<6F 5 
Facciamo Potare la stella di 
Così da ottenere lo spòst 
bambine, restando 
trovava tra id 


due divisioni a modo d’indice, 
amento delle lettere greche, ossia delle 
lissi i maschi; se prima la bambina « Si 
ue bimbi A e B, ora si troverà tra i due Ce D 


4 — GHERSI, - Matem. dilett. 


— 50 — 


n e A 
e così di seguito, per modo che dopo 6 i rotazioni si Lt, ov 
nella posizione primitiva dopo essere stata vicina, una s 
volta, a tutti i maschietti. É 


ui: 
Be 


A 


HI. — Disporre i primi 
lati d’un triangolo, 
dei quattro numeri 


su un la 
lunque sia il lato co 


nsiderato. 


ar 
vai 
Da 


Rappresentiamo con a, db, cd, e, f; 9, h, i, i nove primi n 
Meri disposti sul perimet 


To d’un triangolo e 
ioni dell’enunciato s 


+ Letta gs 
a +0+f39 492.6 
D+ h+i4at=5S 


ai vertici, in mot 
da soddisfare alle condiz 


si ha per ipotesi 


(I) 


— Bb — 


essendo S la somma cost 


ante incognita. Sommando membro 
a membro si trova : 


a* + d? + g? +(0?+4 b° + ct4 d'+e?4f34 9? +hR+=3 s 
Ora, la quantità in parentesi eguaglia : 


7I9+1)(2x<9+ 1) Lisa 
er 
dunque: 


a'+d* + 9° =3(8— 95) 


Risulta da ciò che la somma dei quadrati dei tre numeri 
situati ai vertici del triangolo deve essere divisibile per 3, e 
che, per conseguenza, questi quadrati sono della forma: 


Mult. di 3 a) Mult. di 3 + 4 


Le sole ipotesi ammissibili sui numeri a, d, 9, sono dunque: 


a=3 d= 6 g=9 
oppure : 

a =14 d'=4 g=7 
od ancora: 

a=?2 di = E g=8 


La prima ipotesi è inammissibile, poichè darebbe: 


da cui: 


S= 137 
La prima delle eguaglianze (1) diviene allora: 
D+ = S- (a+ a)=%9 
da cui 
(0+c)= 992-256 
(Db +e) = Mult. di 4. 


a? + d° + g*= 66= 3(S — 95) 


S= 117 


di La prima delle uguaglianze (I) divine allora: en 
Re b? + ce*=S—(a*+d?)=120 


od ancora: 
(b + c))à = Mult. di 4 


La parità di d è la stessa di quella di c, mala somr 
quadrati di due qualunque dei numeri interi 3, 5,9 


a=? d=5 g=8 
ia dai quali deducesi: 
lit 3 (S—95)=93 S= 196 


di 6° + c* = 97 
Mu. 

(9 e+fS*=37 
tr h® + i = 58 


D'altra parte i seì numeri rimanenti 1, 3, 4, 6, te 
tutti della forma: 


Mult. di 3 (o) Mult. di 3 + 1 


i loro quadrati sono per conseguenza di una delle fo 


Mult. di3 o Mult. di3+4 


e siccome la somma S è divisibile per 3, ne risulta, . 


. 


aî=4 e d*=25 


| Che uno dei quadrati dî, c* è della forma: Multiplo di 
È pai della foama Mult. dì 3. La stessa osservazioni E 


Inoltre, la somma 6? + et essendo dispari, uno di questi nu- È 
meri è pari e l’altro dispari. Non si può dunque avere che: 


bat" 3 09 4 06 


c=.6 0 4 3 09 7od 1 


e l’esame di queste varie ipotesi ci fa vedere che si ha: 


1 


b=9 con e=4 dv =4 cone con e=9. 


Gli stessi tentativi fatti per e?, f* con i numeri che restano. 
1,3, 6 e 7 ci danno: 5 


et con f=6 
oppure: 


infine: 


oppure: 
‘con. h=8 


Il problema ammette dunque la soluzione in figura, 


Fig. 50. 
Si può anche notare che si ha in pari tempo: 
a+b+c+d = d+e+f+9 = 9g+h+i+ta 


PREIS I 
i 
DE REA PIETER: 
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ar 
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ira pre iorgnt 


Te 


4 
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Il gioco dei nove pedoni. 


Disporre in quadrato nove numeri in prog sessione ar. 
per modo che un numero d’angolo addizionato < 
meri vicini (perimetrali) formi una somma costan 


Il problema è di facile soluziorie applicandovi l’an 
terminata, Si può renderlo più difficile, precisando « 
numeri dati n debba occupare la casella centrale. S 


que i numeri disposti nel modo indicato algebri an 
figura: 


Ta b c 
dci apo se 
fi ee 


soddisfacente al problema proposto. È facile vedere e 
siderando, per semplicità, i primi ndve numeri natura 


1.0 ath=c+f 
somma che indicheremo con A. 
2,9 A=>5 A=45 


3.° A ed n sono di parità differente. dA 

Mu - 

Infatti, indicando con S la somma costante @ +6 
C+b+e-...., si ha: ta, 


A+2S=1+2+43+.....4+9-n 


Sia ora n =7. Si dovranno esaminare i cinque .casi AS 


-40-12 - 14 da cui derivano le sette ipotesi seguenti per - 
lori di a, h. e, fe a 


1,5, 2,4—2,6,3,5—1,9,2,8 > a 


1,946—2,8,4,6—-3,948—5,968 “i | 
La prima può scriversi : 


1 NRE. 
; e 
"de AO 


Inumeri che restano essendo 3 


» 6, 8; 9 si vede che occorre 
scrivere: 


dasg es b=6 ge=8 


Si hanno altre soluzioni dalle altre ipotesi, la terza eccet- 
tuata. Procedendo analogamente per n = 5, 6,8 e 9 sì trovano 
rispettivamente 1, 4, 4, 6 soluzioni. 

Si può osservare che ogni soluzione relativa, per esempio, 
ad n =7, ne fornisce una relativa ad n = 3; prendendo in tutti 
i casi i complementi al 10 se ne deduce che il problema am- 
mette 42 soluzioni. 


Del resto sarebbe facile fare tutti i terni possibili con i nove 
numeri, cioè: 


PRE X7_ ; 
3x3 84 terni 


e combinare quelli di ugual somma dei numeri che li com- 


pongono, con ripetizione d’uno dei numeri stessi, come vedesi 
da questa catena: 


dr 3 8 6 
95:13 6 4 7 


Cui corrisponde la disposizione : 


8 35 
6 2 9 
è 7 i 


4 


IZ 


et 


ut 
n 


denim 


Ù DE Se 
ZA A 


= 
De 


I LABIRINTI 


La feggenda ha attribuito ai labirinti dell’antichità une 
stricabilita paurosa che deve intendersi in modo assai I 11 
I labirinti dei quali le opere antiche ci danno moltepli i 
ticolareggiate descrizioni erano costruzioni & gallerie | 
rose, le cui innumerevoli ramificazioni costituivano une 
difficoltà ad uscirne per chi vi si avventurava alla 
generale servivano come sepolcri, ed oggi non ce ne 
più che poche tracce. i 

Sono celebri quelli che esistevano in Egitto; uno, dette 
birinto di Mendes si trovava nell’isola del lago di Meris 


a sud-est dello stesso lago, detto dei Dodici-Signori, CC 3 
da Psammetico circa il 700 a C., era consacrato al sole 
sisteva in una serie di t 


B 
empii congiunti tra loro 0 SOVTAP] 
che occupavano un’enorme estensione ; le vie di interi omi 
cazione costituivano un aggrovigliamento inestricabile. — 
Il più noto dei labirinti antichi è però quello di Creta c 
le Minosse fece costruire per imprigionarvi il Minotauro € 
quale così canta Ovidio nella Metamurfosi (libro VII): 32 
n 

Multiplicique domo, cecisque includere tectis. 
Deedalus, ingenio fabre celeberrimus artis, < 


Ponit Opus ; turbatque notas, et lumina flexum 
Ducit in err 


orem variarum ambage viarum. o 
Non secus ac liquidus Phrygiis Maeandros in arvis ; 2 
Ludit; et ambiguo lapso refiuitque fluitque; E°” 
Occurrensque sibi venturas adspicit undas; ss 
Et nunc ad fontes, nu 


ne in mare versus apertum, — 
s; ita Daedalus implet : 
S; vixque ipse reverti 
ta est fallacia tecti! 


Incertas exercet aqua 
Innumeras errore via 
Ad limen potuit; tan 


La cui traduzione sarebbe : 


N e e in un recinto 
Di mille e ciechi muri imprigionarla, 

Lo costruisce Dedalo, famoso 

Per inventiva mente architettore ; 

E similianti l’un all’altro i calli 

V’apre, illudendo le Pupille e il piede 

Con tortuosi error. Come trastulla 

Seco il Meandro nelle Frigie lande 

Che incerto vassi e torna e la corrente 
Mira venirsi incontro, e sta pensoso 

Se alle fonti risalga o cerchi pace 
Nell’ampiezza del mar; non altrimenti 
Fece il maestro serpeggiar le vie 
Dell’edificio ; sì fallaci e tante 

Ch’egli stesso ebbe impaccio e lunga briga 
A trovarne l’uscita. . . . . alt Sa 


* 


Realtà o leggenda? Fin dai tempi di Diodoro e di Plinio non 
se ne trovavano più vestigia di sorta, il che farebbe credere 
piuttosto alla leggenda sebbene i Cretesi vogliano ritenere 
come resti del labirinto ove si smarri la bella Arianna, figlia 
di Minosse, certe caverne a gallerie coperte’che trovansi nella 
loro isola rocciosa. 

Il laberinto di Creta era rappresentato in varii modi e, tra 
altri, in quello indicato nella fig. 51, sulle monete della città di 
Gnosse ; tale disegno corrisponde a quello della fig. 52 disposto 
in cerchio anziché in rettangolo, ‘ 

La fig. 51 yenne d’altronde interpretata anche come la ma- 
Niera in cui un certo numero di persone danzanti dovevano 
tenere in mano una certa corda. 

Disegni analoghi, ma più complicati, si trovano in molti mo- 
saici e gioielli romani, come pure ricamati su varii manti di 
gala degli imperatoti romani, 

Esistono pero realmente rovine di altri labirinti a Lemno, 
Agrigento, Clusio. Quest’ ultimo edificio fu sepoltura di Por- 
senna secondo Varrone, citato da Plinio, il quale lo dice un 
monumento della follia e della vanità umana. 

Le complicazioni geometriche del laberinto passarono nel 
Medio Evo nei pavimenti delle chiese gotiche ; in alcuni casi 
la Via Crucis era posta appunto sotto forma di complicati ri- 
Siri ché .conducevano alle varie Stazioni terminando al Cal- 


L'E 


vario. In Francia sono di tal genere i pavimenti delle cai 
drali di Reims, Chartres, Sens, Amiens, Bayeux, ecc, Qui 


Cero, come si è detto, «sotto l’Impero romano, Decorazioni di 
tal genere, costituite da una specie di nastro senza fine si 
trovano pure sui muri nel Duomo di Lucca, d’Aix (Provenza) 


. e di Poitiers. 


In Inghilterra si tracciavano sentieri di tal genere in mezzo 
a prati confinanti con Conventi e probabilmente i frati dove- 
vano percorrerli per esercizio religioso. Se ne possono vedere 


ancora alcuni, per esempio, a Rockliff Marslhes (Cumberland), 
Asemby (Yorkshire), Alkborough (Lincolnshire), Wing (Rutlan- 
dshire), Boughton-green (Northamptonshire), Comberton (Cam- 


bridgeshire) Saffron Walden (Cantone d’Essex), Chilcombe 
presso Winchester. 


Fig. 53. 


I labirinti più moderni, introdotti in Inghilterra dall’Italia 
durante il Rinascimento, erano annessi ai palazzi od ai grandi 
Castelli costrutti sotto i regni dei Tudor e degli Stuardi. Quello 
unito al castello di Hampton Court presso Londra (soggiorno 
prediletto di Guglielmo Il) è abbastanza complicato (fig. 53) 
ma siccome non contiene nodi d’ ordine superiore al 3, sì può 
percorrerlo abbastanza facilmente: tenendo sempre la destra, 
per esempio. 

I laberinti, se anche non se ne conosca la pianta, si possono 
percorrere senza smarrirsi tenendosi sempre vicino ad uno 
Stesso lato, destro o sinistro, della via, galleria, nastro, ecc., 
che li costituisce. 


Passiamo ora a dare la dimostrazione di tale possibilità. 


La teoria dei labirinti rientra in quella dei percorsi 
studiata in un s precedente, poichè possiamo considera 
ciechi di un labirinto come nodi d’una figura geome 
cui linee sarebbero le congiungenti di tali nodi ossia 
gallerie, ecc. del labirinto. È 

Immaginando di percorrere due volte ciascuna delle vie 
labirinto, ogni nodo della figura geometrica ad esso coi 
spondente risulterà pari epperò, per la regola già enunci 
sarà sempre possibile percorrerlo tutto quanto, da qu ls 
punto si parta. In questa supposizione non si segue certa me 
Ia più breve via per percorrer il labirinto, ma si è certi di r. 
giungerne il centro ad un dato momento e di non sms Ì 

Sempre in base alla teoria dei percorsi continui, diremo € 
un labirinto si può sempre percorrere tutto quanto in In 
tratto quando non presenti altri nodi d’ ordine dispari « 
l’entrata ed il centro. Ri 

Le regole trovate da Trémaux per percorrere i labirinti 
possono così riassumere, chiamando crocicchi vecchi, qu 
che furono già percorsi una volta e nuovi quelli che anco 
non furono mai seguiti. 2° 


- 
1.° Quando si perviene ad un crocicchio nuovo si può 
guire una via qualsiasi. : 

2.° Quando si perviene per una via nuova 
vecchio od all’estremità cieca d' 
guendo la via già percorsa. 

3.° Quando sî perviene 
vecchio, bisogna avviarsi 


contrario si deve seguire 
4.0 


ad un croc 
un corridoio sì retroce 


per una via vecchia ad un croci ) 
per una via nuova se esiste, e in ct 
una via antica. 


PERCORSI MINIMI 


Linee geodetiche. 
LA 


Ecco un esempio semplice di ricerca di linee geodetiche cioé 
linee di minimo Percorso fra due punti su di una data super- 
ficie. Nel Nostro caso si tratta di superfici piane e quindi il 


problema non Offre alcuna difficoltà, Eccolo sotto una forma 
Piuttosto puerile. 


In una stanza di forma parallelepipeda il pavimento è un 
Pettangolo di metri 5 per 7 e l’altezza è di m.4. Sulla cer- 
lcale del mezzo d'una delle pareti minori, a 50 em. dal 

°° soffitt , sta un ragno che ha preso di mira una mosca si- 
luata sulla Parete opposta, sulla verticale nel mezzo di 
€834 e distante em. 50 dal pavimento. Quale è la via più 
breve che Possa seguire il ragno per raggiungere la mosca 
supposta timmobilizzata dal terrore? 

La Hg. 54 Aappresenta lo sviluppo in piano delle facce del 
brisma ‘ostituente la stanza. Siano Z il pavimento, Fe Ww le 
Mora ne CET ar parete opposta Lar te sulla quale, pi, 
Siluppe, una delle queto È ppos la ac po a avere, ne o 
È indice a patti FIRGARI ( ‘sposizioni (1) (2) (3) (4) nelle quali 
fvere una | Sizione del ragno, Parimente, la parete U potrà 


Munque condurre altro posizioni 1-II- HI -IV. SÈ potranno 
16 rette "i UFPe da M a R nelle varie posizioni 4X4 cioè 


h "APPresenteranno i possibili percorsi del ragno, 


alii; 


c a EA 
e SiR 


Fra questi si tratta di determinare quale sia il minima 
può stabilire per questo una regola generale, come v 
Indichiamo, in generale con a la distanza del ragno 
fitto, cioè R, S e con c quella della mosca del pavimen 
e, per semplificare, supponiamoli entrambi sulla vertic 


e 
mezzo della parete rispettiv 
Siano b la ] d È 


unghezza GH della 
CD. 


Valori di k? 


vi P === 

D1 (3 +0+0)+(a+n+ 31 )= kg 2330 | 2969 

I (2) (A+0+c0)4(m + n) = ke, 1600 1873 
\2 \a ky 

19) (-+d+e)+(n-a+ ) = 1658 | 4961 


e+tb+n-a=k, 


m+b'+(a4m +n—- cc) = ky? 


I 
/ a \? n \2 | 
80) (2404 aa -e) = kg | 


Il (3 (m+ b)? 


+tnr_a_ e) = ky 


m \3 


‘ 
9 Î, + [3 pe) ke? I | 


N14) (n_ 


A+ b4 


Ebbea= c)4 (a | DEE 


9 Il 2258 | 23985 


°+d Ì a= k, 


\? 
L a) = ka 

"BAAIG PENE n= ko | 3280 | 3385 

| 

i (1 IR) | 

| è INTO + (n— _- A = ka | 1864 2197 
\ Ct a)+(a-c4 7) = le | 1658 } 1845 

» IV 3) m 2 il | 
Ae n e 

IV (4) n \ | | 
(SR \'AzAn4 7) | 3800 | 45417 


—' wa 
co Ora, a seconda dei valori di a, b, c, m, ni, risulta 
si piuttosto che un altro dei 16 percorsi. Basteranno du 

per: a=1 b=30 =1 m=12 


n 4 
si hanno per k i valori indicati nella prima colonna 


a=1i b= 380 c=4 m= 16 n=: 


si hanno quelli della seconda colonna; da essi risult 
Primo caso, il percorso minimo è la k=7r(2)= 
nel secondo è invece ki = IIl (2)= VAGSI = 41, 


Si dicidano i lati d'un quadrato in n parti uguali € i 
ducano per i punti di divisione altrettante paralli 
lati del quadrato, che risulterà così scomposto in 
drelli uguali. Per passare da un vertice del quadr 
a quello opposto, si possono seguire su tali para 


recchie linee spezzate differenti, fra le quali ve 
minime ed eguali fra loro; quante ? 


= 

Questi percorsi minimi sono tutti uguali alla sommi 
lati del quadrato dato cioè di 2 n piccole divisioni. Inolti 
comprend 


ono tutti n divisioni o 
blema rinviene dun 
con ripetizione, di 


Tale numero è dat 
Pi n =cr= tren Mena... (a PO 
Pa Pi n Sosa nre Ni; 


o dalla formula : 


Questo quoziente, è 
dei coefficienti del bi 
sotto questa forma: 


2-6-10-44 sei (Gn 2) 


n 


Dil. da 
TO 70 
Partendo da x (fig. 55) per andare în yy toccando i punti 
_ Ad, 0, e percorrendy soltanto delle diagonali, quali 
i ‘ Minimo? Quale è il massimo? 


e 
«3 


por deli 


&. — Notando che d 


ai punti x, b, e, y, 
ono 6, si trova che i 


le diagonali Possibili 
percorsi che soddi- 


| Sfano alle Condizioni st 
me x Ì 
È x, 8, a, » C, d, y e il 


— Gue, 


abilite sono 71 e 
Massimo è x 
— MHatem. dilett, 


fra essi il minimo 
e, b, d, e, a, Va 


HI. — Nella fig. 57 per andare da x in y per sole die 
percorso minimo è xa, e, d,c, b, y ed il massimo è x,0,8, 


PROBLEMI DIVERSI 
SULLA SCACCHIERA 


Regine, 


I — Disporre otto regine sulla scacchiera in modo da co- 
mandare il minor 


numero possibile di caselle. 


Una soluzione 


del problema sarebbe la seguente, 
abbiamo undici 


nella quale 
Caselle che non sono sotto scacco, 


Si può ot- 


Fig. 58, 


te 


È Nere ]o Stesso risultato con altre disposizioni. Non si ha fl- 
ora une 


è soluzione che lasci più di t caselle libere, 


dì, nè una 
‘Mostrazione che ciò sia o no possibile. 


— 68 — 


Il. — Disporre su di una scacchie 


ra n regine (n<5) in modo 
da comandare il ma 


ggior numero possibile di caselle. 


Esempio. — Si possono disporre quattro regine in varie ma- 
niere, in modo da comandare 58 caselle oltre quelle che ocete 


pano, sicchè non ne restino che due sole che non siano sotto 
scacco. Ecco le disposizioni : 


sd 0 a 


Problema delle otto regine, 


Su di una scacchiera comune, cioè di 64 caselle, si tratta di 
collocare otto regine in modo che nessuna di esse possa 
@88er presa da una delle altre, il che corrisponde a di- 
sporle in modo che due qualsiasi non si trovino mai su di 


Questo problema venne proposto la prima volta da Nauck; 
fu risolto nel 1850 da Gauss che pe trovò tutte le 92 soluzioni. 
Molti altri matematici se ne occuparono, e il Prof. Glaisher 
dell’Università di Cambridge ne fece l’estensione al caso di 6-7 
Tegine per scacchiere quadrate di 36 o 49 caselle. 

Nel 1874 il Dr, Gunther ne diede una soluzione basata sulla 
teoria dei determinanti. Censideriamo, Per semplicità, una 
Scacchiera dì 25 Caselle. Otterremo le Posizioni possibili delle 
Cinque regine sviluppando il determinante: 


Nel quale ciascun elemento l'appresenta la corrispondente ca- 
Sella della scacchiera e lasciando da parte tutti i termini nei 
Quali, sia una Stessa lettera, sia lo stesso indice, figura più di 
una volta. 

Infatti Ciascun termine del determinante contiene soltanto 
Un elemento Preso in ciascuna linea orizzontale e in ciascuna 
Colonna verticale @pperò indicheranno posizioni sulla scac- 


Senso del i g 


Perciò se non conserviamo che i termini nei quali tutte le let- 


se 


Il determinante indicato contiene 120 termini, ni 
8° ordine ne contiene 1 + 2:3... 8 OSSÌa 40320; ne se gu 
metodo di Giinther non è prat 


icamente applicabile al 
zione del problema delle otto regine a meno di \ 


maniera semplice, rapida, di ric ono! 
termini da conservare nello svilu 
determinante. : 
Daremo alcune soluzioni, indica 
cifre la posizione delle regine “sul 
chiera ; così per una scacchiera di Q 
caselle di lato, 2413 indicherà chel 
Pegina si trova rella seconda 
prima colonna, la seconda nella qua 
Fig. 61. sella delia seconda colonna, ecc., ci 
desi nella fig. 61. e 
mentali possono dar luogo a due, qu 
come vedesi nel seguente prospetto: 


Le soluzioni fonda 
od otto soluzioni, 


a | nta ON 
ne Soluzioni fondamentali 
scacchiera | da 2 soluzioni | da 4 soluzioni | da 8 sol 
cal rent 
4 3142 PS. | 
5? 25314 dA I 
h ' 
6 | = 246135 | 
Meu = | 5724613 | 1357246 
_ as 3162574 
8 _ | 35281746 46152837 - 615 
Î 35841726 - 
| 72631485 — 572631: 
| 16837425 - 481572 
I I 54468273 — 427548 


518637246 


Il problema delle Otto regine consiste nello scegliere 1 
Soluzioni delle otto torri (v. oltre) le permutazioni nelle 
Srenza assoluta di due cifre qualsiansi non sia ui 

Alla differenza dei posti occupati da queste due cifre nelle 
mutazione considerata ; il che rinviene a tener conto. 


vimento dell’alfiere Unitamente a quello della torre. 


sas DISLE 


Tutto si riduce dunque a trovare i numeri di otto cifre for- 
mati delle otto prime cifre. tutte diverse ma in un ordine qua- ih 
lunque, per modo che la differenza di due tra esse sia diversa 
dalla differenza dei posti che essi occupano. 

Tali numeri, o soluzioni, in numero di 92, trovate separata- È 
mente da Ginther e Glaisher e da Bellavitis, sono riuniti nel 
seguente quadro, che sì può costruire con un metodo assai 

| «semplice, dovuto a Gauss. 


1586 3724 | 24] 3681 5724 
| 1693 7425 \25] 3682 4175 
| 


| 1 | 5146 8273 [70 6318 5247 
2 

3| 1746 8253 | 26 

4 


8| 5184 2736 | 


CIO 
ho 
a 
o 
Sb 
pe 


22 | 2642 8571 |45| 4815 7068 


68 | 6247 5824 | 91| 8316 2576 
DO 23] 3681 4752 146 | 4853 1726 * 


69 | 6318 4275 | 92! 8413 6275 


I 
3728 5146 |49| 5186 3724 | 72| 6358 14027 
1758 2463 |27| 3728 6415 | 5246 8317 73 6372 4815 
>| 2468 3175 |28| 3842 1625 |51| 5247 9661 | 74] care GGie 
DO 62571 3864 |29] 4158 2736 | 52| 5261 7483 175 6374 1825 
7| 2574 1853 |30] 4158 6372 [53 sost 4736 | 76! 6415 8273 
8| 2617 4835 |31| 4258 6137 \54| 5316 8247 | 77} 6428 5713 
9 | 2683 1475 |32/ 4273 6815 |55| 5oi7 2864 | 78| 6471 3528 
10| 2736 8514 |33| 4273 6851 |56| 5384 7162 ro 6471 8253 
I | 2758 1463 |34| 4975 1863 Ls7| szia 86% | 80] 6824 1753 
12| 2861 3574 |35 4285 7136 lai 5714 2863 |81| 7138 6420 
fu 13/3175 8246 |36| 4286 1357 [so| 5zo4 a1s6 | 82 7241 8536 
fi 143528 1746 137 | 4615 2837 |60] 5726 3148 | 83| 7263 1485 
0 15) 3528 6471 |38| 4682 7135 \61] 5726 3184 84| 7316 8524 
; 16 | 3571 4286 |39| 4693 1752 (62! 5741 3862 È 7382 5164 
E 17 3584 1726 |40| 4718 5263 | 63! 5841 3627 | 86 7425 8136 
fo 18] 3625 8174 (51 | 4738 2516 |64| 5841 7263 | 87} 748 6195 
D° 193627 1485/42) 4752 6198 'esl 8152 8374 | 88 7531 6624 
Di 203627 5184 /43| 4753 168° logi 6271 3584 | 89! 8241 7536 
8572 |44| 4813 6275 È 6271 4853 | 90] 8253 1746 


onna a sinistra: se Ne colloca poi una nella seconda gi i) 
ella casella meno alta che sia possibile, e così di se 4 


MM I 
4 
n 
» 


pi == 
PAGA il complemento di ciascuna cifra al9 


64285713 46152837 
e queste saranno le notazioni delle fig. 64 e 65, 


Fig. 64. Fig. 65. 


&. 66 PAppresenta una soluzione 
solu 


oluzione derivata, Poichè facendo rotare la scacchiera 


che dà luogo ad una. «<Sf 


Fig. 66. 


O giro si ritrova la 


"d'un mezz 
{Dotazione 


Stessa disposizio 
Numero 


0 rovesciato dà 


46827185 
53172864 


99999999 


ne. La relativa ; sa 
per somma un pi = 


somma 


ta col numer 
di soli 9, 


VAN 


vr: 


Abbiamo veduto che si possono avere soluzio 


)ìni 
diano luogo a nuove soluzioni derivate quando si 
tare d’uno o più quarti di giro la scacchiera Questa 
singolare non Può presentarsi che quandò il lato d 
chiera contieme un numero di caselle multiplo di 4 
Questa regola soffre però eccezione per la scacch 
caselle di lato. 


Sono esempi di queste soluzioni la 2413 per la s Di 
16 caselle e Ja 25314 per quella di 25 caselle, 33 
Si può notare che ancora una qualsiasi delle disposizio; 


siderate-si può invertire come se se ne considerasse l’imr 
in uno specchio, il che corrisponde allo scriverne la n 
a rovescio. 


Cavalli, 


Qual'è il numero massimo di cavalli che si possono dis 
su di una scacchiera di m? caselle, in modo che ti 
caselle siano occupate 0 vedute, senza che due 
siano in mutua presa ? 


Il numero richiesto sarà 2° nel caso che m sia pari 
nel caso in cui sia dispari. E 

Venne pure Proposto di : Trocare il minimo numero 
valii che si possono disporre su di una scacchiera di um 
selle in mudo che tutte siano occupate o vedute, senza ch 
cavalli siano in mutua presa. È 


po 


e sì dispongan 
gioco di scacc 


a eddue 


cavalli bianchi 
bee » 


» neri. 


alli bianchi vengano 
aselle d, ce viceversa quelli neri 


«tono allora i movimenti, 
| pezzi da a în A, da d în 
"ind, da Bin a, da Cinòe da Din 6; 
— luzione cercata. 

i L’insieme dei percorsi-dei cavalieri 
| costituisce un ottagono stellato (fig. 68) 


una metà del quale è descritta da cia- 
| scuno dei cavalieri. 


in D; poi da 4° 
e si ottiene così la so- 


occupare suce 


una sola yolta tutte le c 
|_ Scacchiera facendo muov 


Pezzo, il cavallo, 


essivamente 
aselle della 
ere. un solo 


sso Jaenisch 
la nostra può afferrare il complesso détr 
à di movimenti Possibili nella cerchia delle reg 
| coi 32 pezzi della scacchiera, 


 Indicherò alcune fra le tante soluzio 
| Ste dai molti cha se n lero - De-Moivre : 
| Sdorff - Roget, ecc.). 

= Sela scacchi 

i Seguire Può e 


; difficilmente | 
intricata rete ne 
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È Sella, non penetrando nel Quadrato centrale che in 
DE assoluta necessità. Quando le caselle della fascia sond 
IS 
AR 
Bea: 
du \ 
NU LR 
\PPUM \ 
SIT 
MAI ( 
ZI 
TIA 
Fig. 69 


Ki 
4 
È 


Dei 


La fig. 69 corrisponde ad una soluzione per scacchiera di 64 
caselle. La fig. 70 rappresenta una soluzione a percorso rien- 
trante, di Eulero, per scacchiera di 36 caselle, 

La regola data da Eulero, che è applicata 
uno dei casi più difficili, consiste in questo. 
vere il cavallo comunque, fino a che esso 


starsi; 8a 1.2.3 +...... 60 il percorso così effettuato, in modo 
che non restino più da occupare che quattro caselle a, 6, c, d 


Nella fig. 71 ad 
Si comircia a muo- 


i EE CLIENT NT, SRTTEnTI 
D 
[=] 
= 
Fs 
(=) 
fel 
- 
(es) 
o 
_— 

sù! 
i 5 
(e) 
2 
[A 
fe») 
_ 
Je») 
um 
Ke.) 


tei er. 


Ù 
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sì aggiunge 9=60—5t & ciascun numero del diagre 
strutto, sostituendo 61 + 62 . 63... 69 con 1.2.3 se 
un percorso partente dalla casella occupata primit; 
dal 60, il sessantesimo movimento si fa sulla casella. 
all’origine dal 51 e i movimenti 6{mo 62mo 63mo ci cond 
Spettivamente alle caselle a, db, d. i 

Passiamo ora ad introdurre la casella ce. Poiché e 
la casella che Attualmente porta il N.° 25, e che 63 < 
la 24, si può Operare come Precedentemente si è fatt 


e ciò può Otten 
Caselle coman 
Manda 1 e YA 


AIR iI pt 


mene ——— 
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pata da 1 comanda le caselle 26, 38, 54, 5é 
sella 64 comanda le 13, 43, 63, 55. Le ca- + 


gue che le caselle 


un percorso. Quindi sosti- 
2-3 +-+» 13 con 13. 12 -... f'si ottiene un per-. 
| ©orso rientrante che c i 


a e che è rappresen- | 0 
tato dalla fig. 72, i 
. Eulero dimostro 


‘rientrante qualsiasi, 


la possibilità di dedurre da un percorso 
altri sette percorsi rientranti, a 


: Ondizioni restri 
N10, Il seguente nel vi 
uarsi senza inva 


delle 39 


determinato col Metodo. ; 


stai Vf 


scacchiera. Ma generalmente, la 33 non è comand 
quindi non dà il Passo al cavallo, come pure la 
mandata dalla 1. È 


Nondimeno Eulero dimostrò la possibilità di 


n 
4 


c x = a 
di 
ù l'io ui ” 


ne 


= 


prendono la lettera f sono 
circuito a salto di cavallo: 
lettere 9, a, è. 


disposti in modo da form 
così pure quelli corrispo: ndet 


tutta la scacchiera 
endo queste regole : "s0l 
artenza e d’arrivo sono designat 
l’altra con una vocale, si seguo; 


natamente. circuiti Fappresentati da consonanti e 


: 1 0 consonanti Sì sceglie d ima u 
© sella M che SDparien ’ sceg epprima une 
a ga allo stesso circuit 

Ze ad un movimento di distanz o cella ong 


È pol'una a di questa Casella ; si 
“a — via appartenente 8 Specie differente da 
i e e aun Movimento di distanza di M, do 


n 


TARE e I "è 10 aac 


Bisogna però evitare che nei primi tre circuiti il percorso 
non termini né ad una casella d’angolo né, possibilmente, # 
una di perimetro. È Pure preferibile, tenendo calcolo di te 


® indicazioni, di seguire percorsi rientranti e di prendere ci 
|_SCuno di essi o ciascu- 


no dei gruppi di quat- 


ro caselle, nello stesso | ASERÀ 
| senso di rotazione, 

i (a 

È AL | 


E i (ONT 
j Hi Daan 
| ki 


/ DS è, 
i ADI T-Ea 


Fig. 77. 


si 


di Vella fig. 77 © con A la casella di partenza. ci 
| 7 quella d’arrivoy ecc, > ut sca) 


sono indicat 


a fig. 78 indica una delle so 
Quanto al n 


4, 


una scacchiera di 35 


rappresentano Percorsi analo, 
ero, Ta Gora 


— 


Problemi delle Torri e degli Alfieri. 


Come si ha un problema delle otto Regine, ce ne possiamo 
proporre uno delle otto Torri ed uno degli otto Alfieri ; da 
questi due si potrà Poi dedurre Ja soluzione del primo poichè 
i movimenti della Regina non sono che quelli della Torre e 
dell’Alfiere combinati, 


Torri. 


Si riduce a trovare le permutazioni degli otto primi numeri 
Naturali, che sono: 


XXIII OT 3: 


è per esempio, otto Nella prima colonna e 
Nell'ultima, SOpprimendo le due ca 


BA 


SUI NUMERI 


—T ——_ 


Gli animali calcolatori. 


some si può accertarsi che un dato. animale sappia contare 
fino ad un certo numero ? 


Toy procedette in questo modo per i corvi. Egli aveva no- 
Che essi non fanno ritorno al loro nido fino a che qualche. 
Srsona vi rimane vicino, 


Di e 
ato 


Su di un car 


(o) alternati Cono 
Progressivamente: à 


1 eletezat2d 
leeleeto 


ei modi seguenti, 


APE ae 


— 9% — de. 


Nel primo caso ja gallina imparò ben presto 
tile occuparsi dei Chicchi N.02.4.6..., 


» vale 
solamente quelli d’ordine dispari; sapeva dunque. 


uno. Nel secondo caso imparò a beccare un chic 


e così fino al quattro + . ... ma poi dovette pro 
toni. Del resto non è 


nel $ seguente, 


due e due 
metà delle dita 
cinque e uno 
cinque e due 

le due mani e metà dei piedi. 
Degli Zulù: 

5 metà delle mani 
prendere il pollice. 

uno sulla mano d’un altro uomo. 
za il sistema dec, 


OI SITO Ut di do DI 


ia 


imale deve essere stato il pr 
€ si presenta Naturale, e noi lo 
biamo adottato, sj ò di 


Per atavismo, sebbene non sié 
modo come lo Sarebbero quelli a base di 6, 42 0 24. 


Pratica essi 
all’8, la base dell’; 
ido, 


——r- 


azione binaria che esisteva in Cina più di 3000 anni prima 
del Era Cristiana. 


'avola-pitagorica fino al 25 e non oltre. Quando si tratta di 

e il prodotto d’un numero minore di 5 od uguale a 5 per 
no maggiore di 5 che possiamo indicare con 5 + m, si dovrà 
fare una moltiplicazione per 5 ed un’altra perm e addizionare 
due prodotti. Ma quando i due fattori sono maggiori di 5ecco 
on e si calcola in Palestina. La mano aperta, con le dita rav- 
icinate Pappresenta il cinque: abbassando il mignolo si ha il 
ei; abbassando l’anulare e il mignolo si ha il sette; si abbas= 
sano tre dita per avere l’ofto e quattro per il noce, Si rappre- 


tano i due fattori con le due mani e si fa la moltiplicazione 
î questa regola: 


1° Addizionare le dita abbassat 
12° Moltiplicare le dita alz 
avo come unità al numero d 


e e contarle come decine, 
ate e aggiungere il prodotto con- 
elle decine già ottenuto, 


_ter esempio vogliasi moltiplicare: 
d sette due dita abbassate e tre alzate 

Per noce quattro dita abbassate e uno alzato 
«Fatto ciò: 


1.° quattro e 


due dita abbassate 60 
2° uno per t 


e dita alzate Pe RI 


ln 


63 


e numeri qualunque a e b: 
10 (a + 0) +(5—a)(5— 3} 


Si potrà Scrivere in generale, per du 
(5+ a) 56+0)= 


Gli esponenti ci 
Permettono di esprj 
sd Primere, ne] 
Doe sal d’un grandezza senza toni ma i grana 
"IStretto, la nogtr mente riesce Più a fer, n° 
Neetto esatto de 


non rie e 
1 significato del numero 2 "ret merai 


Per gradi si può ar 
le saprà formarsi un cert 
mente grandi; ma tale conce 


insigne matematico cl 


ità no di luce adottata in 
Potrà fornire all 


d’una stella da noi Ì 
di così vago, 


en: e che distanza é q 
QNNO a percorrere con tale velo 
ta già qualche difficoltà in tal sen 


i 33000 metri, ossia ci 
ini occorrerebbero, 


E un fonditore Potrebbe 


foggiare con esso 22 statue. 

di grandezza naturale. da 

In biglietti da 1000 lire il-miliardo formerebbe 2000 volu 
900 fogli (mille Pagine) ciascuno 


Sa 
curiosità relative a Bai 
ì matematici (Bernouilli, Legend e, È 
Thoman, ecc.). 


(1) Si noti bene che questa ÈSpressione non 
TAPPresenta invece 9(9°) 


= Yhea 


e composto di 369693100 cifre. Scritto con carattere comune, 
pra una sola riga avrebbe la lunghezza di 924 chilometri 


ampato con cifre di questa dimensione (11 cifre in un centim.) 
isurerebbe circa 336 chilometri, 


P . 9 
& per scrivere il numero 9? 


ù 
con 10 ore di lavoro al giornò ua 
anno di 365 giorni di lavoro), 


G 
in ragione di una cifra al minuto pi 
.condo, occorrerebbero 28 anni e 48 giorni. La prima cifra di 


esto numero è 4 e l’ultima, 9; magro conforto rispetto alla bo; 
Roranza in cui vi lascio circa le altre 369693098 ! LA 


Il numero 10!" scritto con cifre larghe 4/m richiederebbe 
8 rta lunga quanto la circonferenza dell’equa- 


L= 99 7° 4 
feno trenta cifre ciascuno, 

Re PIU piccole soluzioni delle equazioni 
e 1549 y° 4.4 e L= Y +1 
75 cifre (1), 


rie 2.4. 16.256. 


Rie ciascun t il quadrato del 


0446 cifre. 


Sara facile riscontrare 
la serie d 


* *«-nella 
Precedente, ha 


3 quanto sia Tapido l’acer 
1 numeri così costituiti =" 


-— U_ 


= 1024 e si trova: 
1024=n 
1024000 = 1000 n 
20580=20n= n 
#06 


20 = 1048576 
Per Ottenere 9% farò: 


Per ottenere 2%, si ha 2°0 


=n MOn=nl 


Con questo calcolo ra 
tiplicato per 24, 


LD 
al'ora 2% = 103 74 NESS 


Pidissimo fino a 2% gj trova, "dopo , 
il numero; 18446744073709551616. 


Tre problemi di Ozanam. 


Ì giorno (a Mattutino 
i) Occorrerebbero 13440 giorni ossia qué 
utti esauriti. 


tale lezione d’umiltà, 0 

il secondo e il terzo al CE 

POR , € ch “bessero così stabilito di non trova fsi: 

insieme in isposizione, si doma 

0 cambiare di posto. 

m è: 479001600. Se si suppone che 
Sem j 

a S, Pier Pre avuto rj 


0. guardo di vp 
; ebber, A i 
Niere differenti. O Potuto cambiare 


La lispost di Ozan 
Undici Apostoli Avess 
Primo Posto 
in 399416800 m 


per ta te del Gran Signore non sarebì 
Avesse figliato 9 mas n 


Cendenza d’una: troi&; 
mine PPure è la verit i 


che nella supposizione che la discendenza si produca sempre 
nei medesimi termini, cioè 2 maschi e 4 femmine per 12 anni. 

Ozanam dà come soluzione, cioè come numero totale dei 
maiali nel Periodo di tempo indicato: 33554230 mentre esso è 


2 d'a 
#9. rt 
| ossia: 
11184810 + 22369620 =.33554430 
— Diversi, 


A L- In quanti mode si Possono disporre 12 sbarre uguali, di» 


Dersamente colorate, per formarne l'ossatura d’un cu bo ®* 


La risposta è: 19.958,400, 


lle n quanti modi si Possono distribuire le 52 carte al 


gioco di Whist? " 


e 53.644.737.765.488.792.839.237.440.000, come risulta dalla 
‘Ormola: 


LLLA me In quanti modi è possibile disporre i 28 pezzi del do- 
Mino secondo la regola del gioco? 


3.979.614.965.760 


I 


"Ya 
Un accordo di lunga durata. 


Otto banchettanti, nella piena dell’en 
riuscita dell’amichevole simposio, 
giorno, fino ad aver esaurito tutt 


corrispondenti a quasi 14 anni! 

E notisi che in tale calcolo si 
abbia da occupare posizione di 
Vedesi della seguente figura, 


Considera che ciascuna perso 
versa, rispetto alle altre, com 
relativa a 4 soli commensali; 


e d - i 
=== je=; pe —— = ln © 
a/l A le a| B î .| £ Ù .| D |ld all-E ib o|F d 
e Cart b e DI) è 
Fig. 84. 


Che se poi si volesse Proprio che ognuno dei banchettant È 
dovesse occupare tutte le Possibili posizioni anche rispetto Up 


lati della tavola, si avrebbero, per la sola disposizione A delliff 
fig. 85 queste quattro varianti: !d 


Pranzi, il che dur 
Nei caso di 12 bh 


Le 21 lettere dell’alfabeto. 
Il calcolo del numero di parole ibili Ù 
Ossibil i con 
combinazione deli p Possibili ad otteners 


us e 21 lettere dell’alfabeto, non è facile, d@ 
a osi tener calcolo delle ripetizioni ammissibili e delle 
nazioni, compatibili con la pronunzia. 


ian alati. 


Si può essere però certi che non occorrerà mai d’introdurre 
nuove lettere nell’ alfabeto per foggiare neologismi. Eppure, 
con tanta varietà possibile, abbiamo (e i francesi ci superano 
d’assai in questo) un buon numero di vocaboli a significato 
multiplo, come oste, senso, ergo, ecc, 


Archimede e la Leva. 


Si dice che Archimede affermasse in presenza di (Gerione 
tiranno di Siracusa, che gli sarebbe stato Possibile sollevare 
il mondo qualora gli si fosse dato un punto d’appoggio. 

Le parole d’Archimede sarebbero state queste : Dammi ove 
Posi, e la Terra solleverò ; tali almeno sono quelle citate da 


Si può arzigogolare sull’argomento, 


vato)trovò che occorrerebbero circa tre miliardi di secoli, cioè 
3X 104 anni, 


per 
Per ispostarla su di un piano orizzontale occorrerebbero 
74000 secoli, 


Ammesso che la Terra sia un elissofde di rivoluzione con gli 
assi di metri 12754796 0 12712160, il suo volume sarà : 


È 12754796 __ 12712160? 
‘ dada quinta 1079224648425130163855 


o Poi la densità Media della Terra 5,5, il suo peso ri. 
3 


kg. °-935.735.566.338.215.901.202,500 


ità di calcolo, cConsideremo come espresso da: 
5935 X 4021 


1 X 5935 X 108 
L= 
a = m. 79.133.333.333.333.333.333.398 


wc 
GaergI, _ Matem, dilett, 


La distanza del Sole dalla Terra essendo di m. 153.491 


si trova che & vale 515 miliardi di volte tale distanza, 

Se poi Archimede avesse voluto spostare la Terra d’un 
millimetro avrebbe dovuto spostare l’estremità del bra 
leva di 79.133.333.333.333.333 chilometri, :# 


La richiesta di Sissa-Nassir, l'inventore degli scacchi, | 
grani di sabbia di Archimede, 


Narrasi che Sissa ( 
inventò il gioco degli 
principe, il quale tanto 
premio dell’ingegnoso b 
ricompensa, per quanto 
desse. L’indiano rispose 


tato di avere un chicco di grano per la prima casella 
scacchiera, due per la 


detto anche Nassir), sapiente in 
Scacchi per diletto ed istruzione 


O bastare 


O: 
18.446 744.073.709.551.615 
raccolto d’ 
Terra di Ss 


‘oltivata a frumento: 
ro cubo contenga 20 milià 
sla 20 per emi.) si avrebbero: 


922.337,203.685 Metri cubici, 


metriche riferirò qualche c0 ; 
che ne ha dato la teoria. 


| sieme a quella delle aritmetiche, nel libro immortale « l’Are- 
naria » nel quale egli intravvede già la numerazione decimale, 
Egli scriveva al re di Siracusa: « Molti pensano; o re Gerione, 


| «che il numero dei grani di sabbia sia infinito; non solo di 
| «quella che si trova presso Siracu 


.« di quella ancora che è sparsa per 
| « abitate e disabitate. Altri, benché 
« mero come infinito, pensano 
«non si può esprimere il nome d’ 
_« molteplicità di tali grani. Da ci 
|< persone di tale opinione, 
€ chio di sabbia capace di 
—_« fondità del mare e tutte 
«delle più alte montagne, s 
|< possibile asse 


i sabbia. Dimostrato che le sfere. 
i egli ottenne BS 


. P re 980 
e decimale parlata con le d 


Migliaio e miriade ; 
successive dicendo : dieci miriadi, ce 
Miriadi, miriadi € 


,00C, ripetendo sem 


34 


= 190 


Archimede cons 


idero la progressione decimale, ma senza 
far uso né dello z 2 


ero nè degli esponenti: 
1-10 100.108. ....40.100. 


* + ++ 108.407... SI 
e chiamò ottade l’i 


nsieme di otto term 


Ù 


i cui sopra è minore 
Ottava ottade (10) ossia dell’unità se-_ 
+ Egli conclude: « Io so bene, o re Gerione, che. 
« questi risultati volgo, a tutti co- 
matematiche; ma | 
le prove, a coloro. 

elle ricerche sulle ff 
« distanze dei sulla grandezza della Terra, del 
« Sole, della Luna e dell’Universo intero; gli è perciò che ho È 
« creduto conve 


niente consacrare a tale oggetto alcune medi @ 
« tazioni » (1). 


Il centesimo ad interesse composto, 


È dovuta ad Archimede l’osservazione che i termini d’una 
Progressione geometrica la cui Pagione-supera l’unità d'una 
quantità piccola 


quanto si vuole possono superare i termini 
corrispondenti di una progressi 


one aritmetica di ragione | È 
grande quanto si voglia. 


> - 0; Cui ragione è 1,05. 
Si trova un 5 : 


, trascurando ff 
alche modo un'idea del. d 
sa) rebbe. Assumeremo Ue ar 
SEBGREA 0.) cioè una Terra d’oro massiccio. Se un8 Bf 
n > 
Siera di tal ge @sse cominciato a cadere ad ogni mir. 
» dovrebbe continuaîe 


luscire ad uguagliare ll &° 


2 partire dall’ un 


ità, osservazione che è la. 
ati duemila anni “a 


dipoi, 
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valore odierno dell’ umile centesimo capitalizzato, perchè di 
Sfere d’oro di quella mole ne occorrerebbero più d’un miliardo! 

Il lettore ci sarà grato d’avergli indicato un mezzo sempli- 
Cissimo per diventare un Re all'americana, sia pure, accon- 
tentandosi del modesto tasso delle nostre banche, e. ... chi 
ha tempo non aspetti tempo. 


Le moderate protese di Nureddin. 


Così via sino alla fine del mese ; ricominciando ad ogni primo 
del mese con un centesimo, ecc, 

Accettate queste condizioni il tesoriere del Mahrajah dovette 
fare lispettosamente Osservare al suo signore, alla chiusura 
dei conti del Primo mese, di 31 giorni, d’aver già dovuto pa- 
Bare o Nureddin la bella sommetta di centesimi: 


2.147.483.647 
Pari a lire italiane: 


lifiuato la firma del contratto e non 
a brutta figura di rescinderlo d’autorità. 


Ossia di. che si abbia una serie di 25 rossi è di 1 - 236, 


1: 33.554.432 


fi: 
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Essa non dovfebbe dunque prodursi, norma? ne 
volta su 33.554.432 colpi, ossia una volta in 177 anni. 

La probabilità che si produca una serie di 500 1 
è data de una frazione, di numeratore 1, col der Dn 
periore all’unità seguita da 150 zeri, TSI 

Supponendo che il globo terrestre non sia che 
casa di gioco, nella quale la superficie dei mari e 
nenti fosse sostituita da altrettanti tavoli di gioco d 
disposti accanto Bli uni agli altri, in ragione di 00. 
e che vi si giocasse, non per sole 12 ore sulle 24, ma 
notte, continuamente, in ragione di 1900 colpi al gio 
Îl gioco ovesse durato per 60 secoli, non si av 


di tavoli da gioco che un numer 


ancora normalmerite insufficiente pei 
Avesse mai potuto dar luogo all’apparizione d’una 
rossi, 


In un miliardo 
cede il numero 35 
Se la partita du 
nostro pianeta, 
arriverebbe an 


di secoli il numero totale dei colpi n 6 
4 seguito da 27 zeri. - fem 
Fasse da un miliardo di secoli non S010. 
Ma sopra un miliardo di pianeti simili, n ; 
cora che ad un numero di colpi corrispo 


Avere la probabilità della sortita d'una serie di 500 o di 
rossi ?| 


Un po’ di atomi. 
Nel Bulletin 


ie 


Ecole de physique@i 
torno al numero < 


des anciens Éleves de v 
chimie (1913) Boll così si esprime in 


atomi in un millimetro cubico di id 
calcolatu con Sufficiente Precisione scienti Ta 
tati poco differenti, basandosi su fenomeni assai diversi, qui 
Viscosità dei gas, movimenti browniani, colore azzuri 
cielo, vita del radio: 

« Se si cerca di contare detto num 
rano mentalmente, col pensiero, un 


questa operazione durerebbe più di 
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Numerazione binaria. 


In questa numerazione la base è il numero due e si possono 
scrivere tutti i numeri con le cifre I e 0, adottando questa sola 
convenzione, analoga a quella del sistema decimale, che ogni 
cifra posta immediatamente a sinistra rappresenta unità due 
volte maggiori. Ecco il modo di scrivere i numeri nella nume- 
razione binaria: 


t.| i | 9| too | 17| tooo0 [25 | too6 0 
Ara i ono | 18 | 1000 | 26) i1010 
3 Hi <<F_IE.f1-DA | 19 I 10011 | 27 HO 
4 10 | 12 | 1109 | 20 | 10I00 | 28 | tto 
5 I | 18} 00 (21 | doi | 29) inoi 
6 HO | i#| iti0 | 22) sono | 30) 10 
7 ini 15 | asta | 23 | dont | gt | a000 
8 | 1990 | 16] (0000 | 24 | tioo0 | 32 | 100000 


È facile continuare quanto si voglia questo quadro; si vede 
subito che un numero qualunque può essere ottenuto dall’ad- 
dizione dei numeri 1 - 2 - 4 - 16 - 32 che rappresentano, con 
l’unità in più, tutte le potenze di 2. 

In altri termini, un numero intero qualunque è una somma 
di potenze di 2, tutte diverse, ammettendo l’unità come pe- 
tenza di esponente zero. 

Un modo pratico di rappresentare i numeri nella numera- 
zione binaria lo abbiamo nelle tavolette che quì riproduciamo: - 


TTT 
OODODOCONO 


Uho : 1 Due : 10 


TTT e 


REERSEZONE 


[e[e[e[e{s[s[sls{ |] |e[e[o]e[e{s{s] feto 
Tre :11 Quattro:100. 


CITIIITRIT] À]|OITTSEESTI 
[e[e[e[ele/ele]_[s{ ] |elelelsle]sist } tel 


cingue:101 Sei: 110 
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ASTE Ie pe 
È pani 

. 4 

i 


Le tavolette misteriose, 


binario sia l’unità ; scriviamo in 


n° colonna sara 


nno 2*— 4, 
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vinerà facilmente il nu 
"destra a sinistra, 
mero pensato si tr 
il numero pensato, 

Ma si semplifica i 
lonna le potenze 
_ mero basterà som 
— lonne nelle quali 


mero pensato scrivendo di seguito, da 
1 per ciascuna delle colonne in cui il nu= 
Ova scritto e zero per le altre; si avrà così 
scritto nel sistema di numerazione binario, 
1 calcolo scrivendo in calce a ciascuna co- 
corrispondenti del 2. Per indovinare il nu- 
mare le potenze di 2 scritte in calce alle co- 
si trova il numero pensato. 
| Si può rendere più complesso il gioco con numero maggiore 
di colonne o ricorrendo alle potenze di 3, 

Naturalmente, Si può dare al gioco maggiore estensione, 


come p. es., con le tabelle seguenti, o con altre comprendenti 
| Potenze pari del 2, di grado superiore: 


Come è facile vedere, queste tabelle si 
dipendentemente della considerazione della r 
Naria, in questo modo : : 


I numeri i, 2,4, 8,16,..... non potranno 
che nella rispettiva colonna. 3 sà 


Il 8 nelle colonnete? 


1S è» » 2e3 
Il6 » » 2e 4 s 
17 » » 1,264 È 
e così di seguito, sino al n.° 
2% —1 


Se n è il numero delle tavolette. Così, per 6 tavole 
arrivare al numero 


2°—-1= 63, 


I. — Si può ormare con facilità una tavota dei q 


meri interi, nella serie naturale, seguendo qu 


In una prima colonna si scrive la serie dei numeri 
dall'uno; nella terza quella dei numeri dispari a comi 
dal tre. Basterà addizionare il quadrato d’un certo;@ 

_-=====--i.Wiiù 
Numero 
n 


© 0 n cito 0 NI a 


per esempio di 6, col numero dispari 13, che gli corris DO 
per avere 49 che è il quadrato del numero successivo 7. È 
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Questa regola si rileva, a prescindere da altre considerazioni 
| teoriche, dallo studio grafico dei numeri quadrati (vedi numeri 
triangolari, quadrati, ecc.). 


 HlL- La somma dei primi numeri dispari della serie natu- 
i rale, a partire da 1 è uguale al quadrato del loro numero. 


Esempio: 1+3+5+47+9=25=5 


HI. — La somma dei quadrati di tre numeri dispari conse- 
cutivi x, y, z, è uguale al triplo del quadrato del numero 
medio y, più 8. 


È facile dimostrarlo ponendo i due numeri x, 2 sotto la 
forma: 

e=yY—-2 

3=yY—-2 


e facendo poi la somma totale. 
Esempio: 5° +72 +99=3X73+8 


IV. — Ogni numero intero è una somma di potenze di 2, cia- 
scuna di esse presa una sola colta. 


Ritorniamo sull’osservazione già fatta a pag. 103. 
Proponiamoci di esprimere un numero qualsiasi, per es. 62, 
con la numerazione binaria; dividiamo 62 per 2, il resto zero 
sarà la prima cifra a destra; il quoziente 31 diviso per 2 dà 
per resto 1 che sarà la seconda cifra, e così di seguito, sicché 
“i 62 scritto nella numerazione a base 3 sarà: 


111110 


Ritornando ora dal sistema binario a quella decimale avremo, 
esprimendo l’ordine delle unità di ciascuna cifra: 


(111110, =0+1x<2+1x2"9+1x<22+1x2*+1x88= 
=2+22+29+244+25= (62) 


Il che dimostra il teorema per un numero pari. Analoga- 
mente lo si dimostra per un numero dispari, p. es. 75: 


(75)* = 1001011 =1+1>x2+03<22+1x22+ 0324 + 
+0x<25+1x29=29424+22422=(75)0 


fa et lt 


4 


48h, 


® 


ss 
Ma 


V. — Trovare un quadrato di quattro cifre 
ancora un quadrato perfetto. 2 


Se supponiamo eseguita la somma del ai 


del suo inverso, essa sarà divisibile per 11, e 
drato ed il suo inverso d 


evono essere multipli 
l'adice sarà multipla di 11. 


D'altra Parte, ogni quadrato dovendo 
delle cifre : 


0-1-4-5-6- 9 
affinché il suo inverso 
corre che la 
seguenti: 


sia esso pure un quadrato 
prima cifra del 


allora terminato da 25, il quadrato « 
3 €8SO sarebbe dunque compreso fra 
e la sua lTadice fra 79 e 73 

ro. 


€ quindi non sarebbe un 


La prima cifra è dunque 1, 4, 6 0 9 ed il quadrato 
Preso fra: 
1000 e 2000 4000 e 9000 6000 e 7000 9009 e 
e la sua ladice fra: 
3 e 45 63 e 71 


Î7e 4 9 e 100 si 
Siccome tale Tadice è inoltre un multiplo di 11, essa 
Presa nella Serie: 


33 - 44 66 — 99 
È facile Verificare che 


di questi 
solamente soddisfano al 


numeri il primo e l’ ni 
Problema, ossia . do 
33? = 1089 e 


Con lagionamento an 


alogo si troverebbe che, fra i q 
di 6 cifre, soli tre hanno Per inverso : 
no: 


“n quadrato perfeti 


108900 = 330? inverso 9801 = g9a 
980100 = 9902 inverso 1089 = 332 
698896 = 8362 
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VI. — Trovare il quadrato di 4 cifre nel quale le due prime A È 
siano uguali fra loro, come pure de altre due. a 


| Si osservi che un numero di 4 cifre nel quale le due prime 


Siano identiche, come pure le due ultime, è divisibile per f1. 5 
Infatti, sia per esempio 4477, Si ha: 


4477 = 40x77 =(4x 100 +7) 11 RI 


| Inoltre, siccome il numero cercato è un quadrato, è divisi. 
| bile per 11?; lo sua radice è multipla di 11; d'altronde essa è 
Compresa fra 31 e 100 poiché il quadrato cercato ha 4 cifre. 00 
| Essa è dunque uno dei numeri della serie: 


93 33 — 44 - 55 — 66 - 77 - 88 --99 i fi 


___°n può essere 55 il cui quadrato termina con 25, nè 33, 46, 
66, 77, 99 poichè le due ultime cifre del loro quadrato debbono n 

essere identiche, mentre si sa che se la cifra delle unità d’un sig 
| quadrato è 0, 1, 4, 5, 9, quella delle decine è pari, e se è 6, la e: 
| cifra delle decine è dispari. Dunque la radice cercata non può 
essere che 88 e infatti: (e 


88°= 7744. 


Wim. — Si può trovare un numero uguale alla somma dik 
* quadrati, e il cui quadrato sia uguale alla somma di 


2 k quadrati. pe 
Infatti: s 
A (01% + otn-3y3 4... gt y?n-14 yang be x 
È = (03)? + (23 n=1 y)? + Pia ner + (2y3"-1)2 + (y3")? + i 
i + [ey (032-2 + g3n-4 yi L..... + 3 y97-4 4 yîn-3) pr È 
Esempio. Siano: 0 
ca=1 y=2 n=3 k=n+1=4. 
Si ha: 
(1+4+16+ 64)9=1+22+ 48 +33 + 162+ 
+ 32%-+ 64° + [2 (1+4+ 16)? 
cioè : ‘ 


7225 =1 +4 +16 + 64 + 256 + 1024 + 4096 + 1764. 


È, È da stà ; 
A ME VR PO IRE DIES a sot E. 


conda potenza non può farsi che in 
Ci limiteremo a dare alcuni esempi: 
13=32 4 or 


13° — 129 Lce 
29 = 59 4 os 29° = 21° 4 9208 
I=544 41° = 4004 9 
89= 82 Lee 89° = 802 4. g9* 


IX. — Somma di quadrati, uguali a quadrati 
di altri quadrati : 


PP BPA 984 44 604 704 0 gi 
Lt e+ sar pa 
+64 10% + 192 = 40 4 47279 LUG 


M. — Il prodotto (at +0"+ 0 (a8+b8463) può” 
n 18 maniere in somme di quattro quadrati. 
Infatti tale Prodotto è Uguale a: 


(aa, + bb, + cc)? 4 (be: — bi cP+ (egi— a, a)? + (ab - 
ma si possono sostituire Uri 


di, Ci, con bis Cry Ai 0) 
C1» A; di 0 con IT RO od ancora con 4; 
o con do dc, SELE I i ecc. 
XI. — Qualsiaz 


© potenza Intiera @ 
drati, è essa pu, 


una somma di 
re una somma d 


i due quadrati, 0 
(a + 6b*)mn — A? + B? 
Infatti si ha: 


(a+oy 3)” =A+BV_j 
(auV/—)" 3399 


Abby 4 
Moltiplicando membro a membro: 


(a? + L3)m QST) 


+ 8 


N. — Il prodotto di cinque numeri consecutivi non può essere. 
un quadrato, ossia l'equazione : 


SÙ (0+1)(0+.2) (+3) (@+4=y? 012 
non ammette soluzioni intere. 


SSA 
e Lo stesso dicasi per il prodotto di 6- 7-8-9-10- 11, numeri 
È consecutivi e quindi delle relative equazioni simili alla (*). 


XI. — Il prodotto di cinque numeri consecutivi non può 
| essere un cubo. È 
3 Lo stesso dicasi per un prodotto di 6 0 di 9 numeri consecutivi. — aa 


Il prodotto di tre numeri interi in progressione aritmetica 
| non è mai un cubo. 


_ NIV.— Consideriamo la serie dei numeri 16 - 1156-111556 . . . . 
È ottenuta inserendo il numero 15 in mezzo alle cifre del 


numero precedente. Dimostrare che tali numeri sono qua- 
drati perfetti. 


Prendiamo, ad esempio, il terzo termine della serie, Si può 
scrivere : 


111556 = 111 (109 +5) +1 
ma: ì 


103 — 1 
Mio 


| dunque: 
; » > i > 
i 111555 (E LD (P+5) ua A (40+5) 14, 
105 + 4 -1090—5 105 +4 1034 4 =(43 
=-—_-__—+is dei iis [EE 
9 9 3 
Essendo: 
10° = 999 +1 
si ha: 
ISS - RES = 333 +1=334 
3 3 
dunque: 111556/= 3342 
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I numeri delle serie proposta sono dunque i ( 
numeri : 


4 +34 38 © R066 


ottenuti scrivendo successivamente la cifra 3 al 
numero precedente, ossia: 


4°— 
34°— {f 
334?—- 1178 
33343—= 111 56 
33334?— 11111555 


In modo analogo si proverebbe che i termini di 


49 + 4489 - 444889... .. 
sono i quadrati dei numeri : 
7 +67 «887 
ossia : 
7°2= 

67°2—- I 
6672 — ke 
66673— 44448889 


4444488889 


I cubi dei numeri interi. 


In modo analogo a Quelle indicato per i quadrati, 
nere una tavola dei cubi dei numeri interi della 


Numero Cubo a b 
Cette ie pa 
1 1 7 12 
2 8 19 18 
3 | 27 37 2 
4 64 61 30 
5 I 125 I 
6 216 127 | 42 
7 343 169 | 48 
8 542 217 | 54 
9 729 271 Pa _ 
10 1000 | 


Scriviamo nella seconda colonna i primi quattro ci 
miamo la seconda con le differenze : 


8-1=7 27—8= 49 64 — 27=370 
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La colonna » si forma con le differenze: 


19—-7= 12 37 — 19 = 18 
e quella e con: 


18—412=6 


poi costante. Ciò posto è semplicissimo 
e, a da be infine il cubo da a. 


differenza che rimane 
dedurre i numeri da 


Di alcune proprietà dei cubi, 


Accenneremo, senza dimostrarle, ad alcune proprietà dei 
Cubi dei numeri interi. 


1.° Il cubo d’un numero intero eomposto di decine ed unità, 
termina con la stessa cifra del cubo delle sue unità. 

2° I cubi dei numeri terminanti con 1, 4, 5, 6,9 terminano con 
le stesse cifre; quelli dei numeri terminanti con 2, 3,7, 8 termi- 
nano con 8,7,3,2 rispettivamente. In quest’ultimo caso, unnumero 
ed il suo cubo sono terminati da due cifre la cui somma è 10, 

3.° Ogni intero terminante con un numero di zerì non 
Multiplo ci 3 non è un cubo perfetto. 


4° Ogni cubo intero o è un multiplo di 9, o un multiplo 
di 9 aumentato o diminuito dre 


5.° Formiamo dei gruppi crescenti coi numeri dispari, nel- 
»] * . . . . 
l’ordine Naturale, e indichiamoli con un numero d’ordine, 


Gruppo 19 1 
» PA, è Pa 
» ga VARIE 
» 4 13. 15-12-49 


La somma dei numeri contenuti in ciascun gruppo è uguale | 
al cubo del numero d’ordine del &Truppo, ossia, ad esempio: 
13+415+17+19=%# i 


Ù 


Meri 1, 2, 3 


1+84+27+64= 100 
È così confermata i 


“ n modo tangibile, grafico, la ben nota 
a: d ueagl 


1+ 294 ge D9=(1+2+3+ +e ni 
Del resto, 


1 Quanto sopra può anche rilevarsi dalla tavola gra- | i 
ca di moltiplicazione (fig. 88). n È 


Les 
2a 8 — Grerei, _ Matem, dilett. 


SEHZEE 
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I. — Trovare più cubi consecutivi, la cui somma sia un 
quadrato. 


Ecco alcune soluzioni del problema che, in modo generale, 
fu trattato dal Genocchi (1). : 


289° + 290° + - » . + + 4904 = (3.3< 577 >< 6948}? 
3600? + 36019 + » - » » + 4225° = (5 x 313 x 3925)? 


8872407586005 + 8872407586013 + i + 1041543499225" — 
= (967473261775 >< 77151370313)? 


ll. — Trovare un numero che sia uguale alla somma delle 
cifre del suo cubo. 


Tanto il numero come il suo cubo divisi per 9 devono dare 
lo stesso resto: un cubo dovendo necessariamente essere d’una 
di queste forme: 9 a, 9a—1,9a+1, anche i numeri cereati 
dovranno esserlo. ses 

Consideriamo un numero di tre cifre; il suo cubo ne avrà 90° 
al più, e la somma delle cifre del suo cubo sarà inferiore a 
9x9 cioè minore di 100. ta 

Da i numeri richiesti non possono avere che una o due sui 
citre, ‘ 
Il cubo d’un numero di due cifre avrà, al più, sei cifre, e la 
Somma delle cifre del suo cubo sarà minore di 6x9 = 54, va 

Dovendosi escludere il 53 il eui cubo termina con 7, diremo —— 
> Che la somma non può eccedere 52; così pure sono da esclu-. 

dere i numeri 44, 45, 46 i cui cubi terminano rispettivamente Ò 
con 4, 5, 6 e sono costituiti da 5 cifre, onde la somma delle 
cifre non potrà eccedere il 42, E 


Formiamo dunque i cubi dei numeri di una delle forme jn-. 
dicate, dal! 1 a} 37 


le sole possibili : 


re 


î 


ed avremo le soluzioni seguenti, che sono. 


N 1 8 17 18 26 27 
N 512 4193 5832 17576 19683 


(es 


in n 


(1) « Nota su alcuni somme di cubi » negli Atti dell'Accademia de’ Nuovi Lincef, 
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I numeri perfetti. 


Dalla progressione geometrica di basé ? si può 
numeri perfetti, cioè a quei numeri interi che sono u 
somma dei proprii divisori, escluso il numero stesso, 

Non è completamente nota la teoria pei numeri p 
spari; quelli pari sono tutti compresi nella formola: 


N=2%-1{9n_4) 


nella quale il secondo fattore deve essere un numero 
sicché in tale formola non bisogna dare ad 7 che i 1 ali 
teri pei quali il numero R,=?2"—1 è primo. È facile | “e 
Che R, non può essere primo se n non è primo a sua 9 

ma ciò non basta. Bisognerà accertarsi che 2*—1 sia uni 
mero primo; teoria questa assai difficile e che per ora sor 
permette di dimostrarlo che nel caso in cui n sia un nume 
primo > 100. I numeri perfetti attualmente noti sono i 


In 


Ran 22-11 | Numeri perfetti 

en 3| 
A 4 7) 

*|s 16 | 34 

4 Ù | 64 127 | 

dò Ito 4096 8191 | 

et ess son] 34898 
7 |19) 2624 524287 | 1374: 8691 
8 |31 | 1073741824 | 2147483647 | 230584300813995 
9|4| - — | 265845599156983174465460261595888 


1 valori di n: 11, 23 e 99 sono stati esclusi perchè i 
meri : « 
QI 1 24 220 4 - 


in 


non sono primi essendo lispettivamente divisibili per 23, ue 
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I numeri perfetti terminano sempre con 6 o con 8. Ciò di- 
pende, da un lato, dalla periodicità dell’ultima cifra nelle po- 
tenze del 2, e dall’altro da che i numeri primi n sono neces- 
sariamente, eccetto il 2 e il 3, multipli di 6 aumentati o dimi- 
nuiti dell’unità. Così, quando n è un multiplo di 6 diminuito 
dell’unità, il numero N termina con un 6, senza che n debba 
essere un numero primo; quando n è un multiplo di 6 aumen- 
tato dell’unità, il numero N termina con la cifra 8. 

Ogni numero compreso nella formola (eccetto quello corri- 
spondente a n—=2) dà per resto 1 quando sia diviso per 9. La 


prima cifra a destra di questi numeri è 6, oppure le due ultime 
cifre formano 28, 


Numeri perfetti di seconda specie. 


Sono i numeri uguali dl prodotto dei loro fattori. I numeri 
P° (p. es. 8) e p, p, (p. es. 1014702 ) sono numeri perfetti di 
seconda specie. Il numero 6 è il solo che sia doppiamente per- — 


fetto cioè che sia ad un tempo perfetto di prima e di seconda 
Specie. 


7. 
3 
a 
* 


I numeri amicabili. 


Due numeri A, B sono detti amicabili, quando la somma dei | 
. divisori del primo, astrazione fatta dal numero stesso, è — 
uguale a B, e reciprocamente, la somma dei divisori di Ba 
astrazione fatta da B, è uguale ad A. 3: 


I numeri 220 e 284 sono amicabili; infatti : 


220 =1+2+4471+4 12 
che è la somma delle parti aliquote di 284, e: 


2814244454104 11+20422446-+55-+ 110 


Che è la somma delle parti aliquote di 220. 
Si tratta d° 


ino un problema più che indeterminato. 
atti A e B scomposti in fattori primi : 
A=ga% 8 + K — eek Bei 
Ab, ce B=@ sb e 


1 rerire 


Supponiamo | 
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Denotando con S ed S' le somme delle parti ali 
numeri, si deve avere: 
| dtt, c+1-|, 

ai b-1 c-1 

è} { da] 
sit +1 cl +1 
a,—1 bi 1 Ci 

da cui si deduce: 


S= 


LD de] ale lele nc | 
o PL sc CIA Ù CE TEOR 


ni nt 
rest 


inni ce 


ere 


att1-4 CAL, c+t1-4 


TRIAL 


i a—-1 b=-1 c_l 

La ; 

ti PS ioni (PRA EA 
| un hi ci 


Questa relazione è tro 
dedurre delle formale 
amicabili; 
| semplici: 


Ppo generale perche se ne. 
per ricavarne delle coppie di 
ma assegnando ad A e B le forme particoli 


9 A=2%.q B=2"b.e 
| nelle quali A, db, c sono fatt 
minare delle coppie di nu 
enunciate. Si ha infatti: 

(22+1_ 4) (a +1)= (22 +1 
da cui: 


Ori primi dispari, si posson 
meri che soddisfino alle co 


—1) (0+1)(c+1=2"(a+d 


a=bc+b+c 
ed eliminando a: 
(0—2% +1) (can 14) =gm_gnragn—a 
supponendo a < n, a 
Si può dunque porre ; 


ban {14gn—a 


C=" —{y4gnra 
e dedurne; 


a= (2° 4a, 
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guenza « è dispari, altrimenti a sarebbe composto, 
Per a=1 si trova una prima forma di numeri amicabili 
supponendo: 


a=39.gin-1_4 b=3.2%-1_4 =8 


Attribuendo ad n i valori successivi 2:35, 
servando che quelli pei quali i numeri Ud 
trovano le soluzioni : 
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» s non con- 
b, e sono primi, si 


» * 


| 
n | 


! 6 | 3a I B 
a PARA] SA ASA =D k ace] 
2 MEV | tu 284 220 
4 {1514 28 47 | 18416 17296 
7 :| 73727 I 191 | 353 |9437056 | 9363584 


Non sì può supporre «=3, poichè uno dei numeri d o c sa- 
 Febbe una differenza di due quadrati. Rimane da studiare il 
caso di a—=5, 7 il che è assai difficile. 

Nel seguente quadro sono riunite alcune coppie di numeri 


Amicabili; comprese le tre sopra indicate: 


Galeria 


AIGun coppie di numerì amicabili 


con ia condizione che a, d, c siano numer: primi; per conse- 


220 = 


= 23.541 
284 — 2374 
2620 = 225.431 
2924 = 2247,43 
9020 = 28.5,251 
5564 = 2313 107 
Be ato 
10744 — 23 17.7 
10856 — 35:93:59 
17296 — 2 99, 
18416 = 94 nisi 
63020 = 2 23, 5. 137 
2 4 = ù 23. 827 
66928 = "Mg 
66992 = di Di 

= 39,5.7.74 

39.517.381 


I 69615 
| 87633 


| 122265 
| 139815 


| 141664 
| 153176 
| 442310 
| 168730 
| 171856 
176336 
| 176272 
180848 
196724 
202444 


308620 
389924 


437456 
455344 


HI UNI IU Îi UH HW IU 


33.7.13.5.17 
33.7.13.107 


3?.5.13.11.19 
33.5.13.239 


25.419.333 
23.41.467 


2.5.7.19.107 
2.5.47.359 


21.23 467 
24.103.107 


24.23.479 
24.89.127 


22.11.17.268 
23.11.43.107 


23.5.13.14187 
23.43.2267 


24.49.1439 
24.149.191 


503056 
514736 


522405 
525915 


609928 
686072 


1175265 
1438983 
1280565 
1340235 
1358595 
1486845 
9363584 
9437056 


196421715 = = 5.7. 
224708408 Sua 


= 24.23.1367 
= 24.53.607 

= 33.5.13.19,47 «sd 
= 33,5.13.29.34 sà 


= 23,11.29,239 
= 29.191.449 


= 33.73 13.541 
= 39.73.13.254 


= 33.5.13.41.199 
= 39,5.13,29.79 


= 33,5:49.7 

= 38:5.19/99-47 

= 27.49 13887 
.23727 


33.5.49, 
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I numeri triangolari. 


Si chiamano trian 


nella fig. 89, cioé so 
al terz 


golari i numeri formati nel mo 
vrapponendo il primo al second 
0, è così via come se si trattasse di biglie, 


15 
Fig. 89. 


Possiamo formare 


con facilità la serie dei numeri tria 
lari nel modo seguente: 


Ul :.:1 4 | 1 1040055 1-33 

Interi... 1 o 4 6000 3 

Triangolari 1 3 6 410 415 % 2836 45 | 
Come è facile ved 


ere un numero tria 
quello che ]o Precede e 
a dei numeri Naturali, 


ngolare non è altr 
di quello che gli 8 
come per esempio : 


la somma di 
pra, nella rig 


Come si 
terminato, 
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fig. 90, ne risulterà un parallelogramma costituito da 5 file di 
5+1 unità ciascuna, cioè, in totale 5x<6=30 unità ; la metà 


fi serà il triangolare di lato 5. Cosicchè possiamo stabilire la for- 
mola generale per trovare un triangolare di posto ennesimò, 
Gioè : 

(n+1) 
Sa 


Che si esprime dicendo: Un numero triangolare di posto de- 
terminato è uguale alla metà del prodotto del numero che ne 
indica il posto, per il numero successivo. 

Questo modo di calcolare un triangolare può servire di con- 
trollo all’altro nel quale si fanno le addizioni successive. 


Ogni quadrato impari è la differenza di due triangolari. 


Ogni numero della forma n*+tn+1 è la somma dî due 
triangolari. 


Ogni cubo è 1 
La somma di 
Questa propri 


a differenza di due triangolari consecutivi. 
due triangolari successivi è un quadrato. 
età risulta chiaramente dalla fig. 9, 
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Ta faina 


I numeri quadrati. ‘ 


È In modo analogo ai trian 

i quadrati, procedendo com 
pi con un semplice esame del 
differisce dal precedente 


golari si possono ottenere i numeri 
e è indicato nella fig. 9. Si vede, | 
la figura, che un numero quadrato | 
per un numero dispari di unità LÌ 


Base... 2 9 2 2200 (ee 
Dispari. 1 3 7 9 tag 
Quadrati 1 4 9 16 25 36 49 64 8! 100 


ri) addizionando quello ch 


e lo precede con € 
& sopra, come per esempio: i 


Eee, 20 AGLI SPANO RI NC NE PALESE NGI, NETTI 


PENTA 
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° Reciprocamente: « Ogni quadrato di un numero dispari, di- è 
minuito dell'unità, è l'ottuplo d'un numero triangolare ». ID 
A ‘3 
1 


ES deduce da ciò che per riconoscere se un dato numero sia 
E gp basta moltiplicarlo per 8 e aggiungere 1 al pro- 
Otto ; Se si ottiene così un quadrato, il numero proposto era 


triangelare. Per esempio: 
È 66x<8+1=529 = 288 
dunque 66 è un numero triangolare. 


Itri teoremi del genere sono i seguenti: Ogni numero qua- 


fato è uguale al ; 
Di | proprio lato aumentato di due volte i 
ngolare di posto antecedente. Maat 


O 
Li prada quadrato è la somma del triangolare dello 
i rdine e del triangolare antecedente. 
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Le fig. % e 95 dimostr. 
quadrati. Del resto si po 


ano graficamente tali proprietà È 
serie dei triangolari e d 


ssono pure rilevare dal raffronto d 


ei quadrati, che abbiamo date pre: 
dentemente : 

Unità ....1 1 1 ì 1 1 {490656555 
Interi ....1 2 3 4 5 6 7°. SC 
Triangolari { 3 6 10 15 2 36 45 66006 
Quadrati. .1 4 9 16 25 36 49 64 81 10 

64=8 42x28 

64 = 36 + 28 


I numeri pentagonali. 
La fig. 96 rappresenta il numero pentagonale di lato 5.0 
vede che ogni Aecrescimento, come R Q P E, differisce dali 
cedente per tre unità. Risulta da ciò che si può costituire 


Fig. 96. 


serie dei numeri 


i Pentagonali in 
per i triangolari 


e i quadrati, 


Modo analogo a quello seg 
Ma partendo dalla base &@ | 


Re ai 3 3° 3° 066 
; 1 7 40 13 46 49 og GReesi 3 
Pentagonali 15 12 22 35 51 70 92 17 146. 


r calcolare un pentagonale qualsiasi giovano però anche 
ne osservazioni, che sono messe in evidenza dalla fig. 97: 
1° Un numero pentagonale è uguale al proprio tato au---- © 
tato del triplo del pentagonale che lo precede, * 
‘Un numero pentagonale è la somma del triangolare dello 
s0 ordine A B C e del doppio del triangolare antecedente. 


Fig. 98. 


; 142433 
TH. L0b242414 55 
Mb w 
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"SLOOR 
Per riconoscere se un numero sia pentagonal 
vare che: il triplo di un numero pentagonale 
triangolare il cui ordine è il triplo meno u 
pentagonale e inversamente. "ed 
Cosiechè volendo riconoscere, per esempio, se 
tagonale, lo si moltiplica per 3 e si riscontra se ij 
sia un numero triangolare. 


Ce 


| 


Applicando il teorema di Diofanto (v. 

Vare che: Prendendo 24 vc 

mentando il Prodotto ai i 

€ il sestuplo men l lato del pentagonale e inve 
E pure facile Vedere ch 


con una delle cifre 3, 4, 8,9 perché se così fosse, il 8 i 
terminerebbe con 9, 2, 4, 7, cifre che non possono esse! 
d’un triangolare. 


Questi numeri come gli altri di cu 
temente, collocando delle unità nel modo indicato 
di. sui perimetri success 
À tice A comune, 


Analogamente a quanto abbiamo fatto pei numeri triango- 0 

lari, ecc., possiamo ottenere quelli esagonali partendo della da 

| base 4, oppure osservando che un numero esagonale è uguale A 
sa 
IR 
Li 
ne 


ai Proprio lato aumentato di quattro volte il triangolare del= © 
— Pordine precedente. È. 
g° Osserva parimente che un esagonale è costituito Cal -teb 


ki ‘golare A B P dello stesso ordine, aumentato del triplo del e 
triangolare che lo precede, | 


fera, Ni sono però superflue per il calcolo degli 
INNI lè dalla fig. 101 si rileva che: ogni esagonale è © 
“vare di lato dispari e reciprocamente, 
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I numeri poligonali. 
In generale, possiamo 
1.° Un poligonale è 
aumentato di tante vol 
sono le unità del propr. 
2.° Un poligonale è 
dine aumentato di ta 
quante sono le unità 
Si può ottenere la 
base numeri uguali al 
Riproduciamo ora la 
decagonale: 
_—==__—r—— 
Numero 


formulare le due propo 
uguale al numero del 
te il triangolare antece 
to ordine, meno due. 
uguale al triangolare de 


riding uaE 


numero del lato diminuito 
tabella dei numeri poligo 


e PIRO TLIVONTTT 
“ dis 


Triangolare . . | 
nn _ si 
Quadrato . . s 


Pentagonale. : 


Esagonale A 
= 


Ettagonale ca 


nn 
Ottagonale. --| 


Nonagonale vd 


10 | 27/52/85 |226|175 232 | 297 


eee 
Decagonale. - «| 


Si 


I numeri ottagonali. i 

ti I triplo Più uno di un ottagonale, i 

i € il triplo meno uno del lato dell’ottagonale. si 
Questo teorema si dimos 


i. 


un triangolare è un tris 
del primo. - 


ri cin 
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Sovrapponendo il lato As A; di questa figura sul lato A, A; 
della fig. 99, tenendo canto della scomposizione dell’ottago- 
nale in un pentagonale e tre triangolari d’ordine antecedente, 


VERTE 


Fig. 192, Az 


SÌ dimostra la proposizione sopra enunciata, poichè si viene a 


formare una figura nella quale il numero delle unità è un 


Quadrato, 

Segue da ciò che un ottagonale non può terminare con una 
delle cifre 7, 4, 2,9 altrimenti il suo triplo più uno, che è un 
Quadrato, terminerebbe con 2, 3, 7,8 il che non può essere. 


I numeri decagonali. Î 


Il 


doppio più uno di un deca- 
Bonale è un triangolare d’ordine 
QUadruplo meno due di quello 6 ; 


del decagonale. Infatti un deca- 


= È 
Bonale vale un trian- 


FP Fig. 103. 
Solare dello Stesso or- TY 

dine aumentato di ° 

Bette triangolari del- 

ordine Precedente; o 


ora, aggiungendo (fi- x i 
Sura 103) uno dei tri- h i 3 
angolari tratteggiati È 
Bi sette triangolari bianchi o neri si forma il decagonale. Dunque 

Un decagon 


ale non può terminare con una delle cifre 3, 4, 8,9. A 
9— Guers, — Matem. dilett. 
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I numeri piramidali, 


Immaginiamo un nu 
come nella fig. 104. Ve 
mette di calcolare la 


mero triangolare costitu 
diamo di stabilire la fo) 
somma dei numeri triang 


Fig. 104, 


quello sovrapposto; essi co È 
appunto due numeri triangolari successivi, 


a somma, vale a 
dei quali il Piramidale è costituito, 


>, Vai RES EEE ce & a n i 
” PRE LE 5 è 
i la fee » + RI MI Ù 
ra 134 3 «pa 


Si può dunque formare una tavola di numeri piramidali in 
lesto modo: Foca 


la 


interi ....1 f è E Pogss & E Mea 
\Iriangolarit 3° 6 10 15 2 28 36 45 Shia - 


| Piramidalt 4-4 0 20 35 56 84 120 465 220. det 


Le serie dei piramidali si ottiene addizionando il piramidale i 


ecedente col triangolare soprastante, ossia di medesimo 
dine : t VEp o 


piramidale 84 = piramidale 56 + triangolare 28 
Si può ottenere direttamente un piramidale d’ordine qual- © ) 
asi con una regola che si può stabilire in questo modo, È 


| Sominciamo col duplicare un triangolare qualunque ; otter= 
momo così un rettangolare (fig. 106). ) 


A» 


Vi bei emarin 


een nceqeezonena 


Sovrapponiamo a questo i r or 
sla ettangolari gradatamente d' i 
e inferiore ; Otterremo la piramide della fig. 107. si ee, PR: 


Pa 


ia 


Sa ie > 
oa a n 
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Potremo poi applicare s 


ù di essa un'altra piramide ugi 
capovolta in modo da a 


vere la fig. 108 alla quale non nn 


® 
“irene * 


Cherà più che una terza piramide uguale alle prime due più 
completare un parallelepipedo nel quale: 


A Y= ordine pel piramidale ; 
CY= » » » più 1 
000 £ RSM » » più 2 


Dunque : il sestuplo d’un piramidale è il prodotto di tre mi 
meri interi, 


consecutivi e crescenti, il primo dei queli è Di 
dine del piramidale. 


Numeri piramidali quadrangolari. di 
Se ne può Ottenere ja serie in modo analogo a Se 

triangolari, ma se ne può anche calcolare uno qualunqu ji 
‘Queste regole . idoli 

1.° IL piramidale quadrangolare è uguale al pira il 
triangolare di uguale ordine aumentato del piramidale 
golare d’ordine antecedente, ; 

2.° Il sestuplo d'un piramidale quadrangolare è il pi sil 
del su» numero d'ordine per il numero seguente e pot Pé 
doppio del suo n 


umero d'ordine più uno. 
Risultati analoghi 


SÌ possono Ottenere per le piramidi È 
gonali, | 


142434 4=40 
1+8+27 464400208 
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Progressioni per differenza. 
.Abbiasi la progressione per differenza: 


VII 


® Possiamo ra 
f drelli in cui ] 
| via (fig. 109; 


Ppresentarla graficamente con una figura a qua- 
a prima riga-ne contenga 4, la seconda 7, e cost 
quadrelli a dischetti neri). Se a questa figura ne 


| Blessione è uguale a quella di due termini equidistanti dagli 
| estremi 


di 


4+13=7 + 10 
mini della progressione è la metà del 
l rettangolo, ossia i È 2 


È € che la somma dei ter 


j Numero delle caselle de 


. Cosiechè se a 
{ed “sono i due 
1 Considerati, det 
Ù- 


k 


termini estremi, e se n è il numero dei termini 
ta somma sarà data da: 

ei numeri, si tratta d'una pro- 
gione 1, il cui primo termine è 1, 
disn, Per cui la formola (1) diventa : 


s-"M+1) 
eg Dr 


Nel caso della serie naturale d 
Bressione aritmetica di ra 


Ossia a=4 e 


Mi se a=1 con lagione 2, si ha /=2n—1 e la formola ci dà: 
| Sant 
fGhe sarebbe la somma dei 
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Permutazioni. 


Una PAppresentazione grafica delle permutazioni possibili co 


n cose (in particolare Per n = 4) è quella immaginata da E. Luo 
e rappresentata Nella fig, 110. 


Se indichiamo con @ la prima casella inferiore d'uno deg 
; Quadrati della figura, con d la seconda, al disopra, con ©” 
4 terza e con d la quarta, i Quadrelli tratteggiati cor Ro 
ranno alle % Permutazioni possibili con dette 4 lettere, cioè: 


abed abde adbe dabe 

i acbd —acdb adebdb dacb 

i cabd —cadb cdab —deab 

Ù bacd bade bdac dbac 

bcad beda bdea © dba 

cbad —chaa cdba —deba 

Queste Permutazioni Corrispondono alle soluzioni dell 

blema delle forr; SU d’una scacchiera di 16 caselle: in ( 
: 


iii 


— 135 — 


, 
nodi e possibile collocarvi 4 torri in modo che non ve ne sia 
lcuna in presa. 


Per l’usuale scacchiera di 64 caselle il problema (con 8 torri) 
ammette dunque 


1.2,38.4.5.6,7,8 = 40320 
Soluzioni (v. pag. 70-85). 


Il triangolo di Pascal. 


La serie dei coefficienti dei termini dello sviluppo del binomio 
dt Newton: 


(a +) 
‘essa sotto forma di triangolo da Pascal; 


test 


dando venga Scritta in questo modo; 


1 

1 A 

Lo 204 

AS rt 7 

E SI e" 1 

1 5 10 40 5 1 
ei termini in senso 


Parallelo alla bisettrice 
termini della Nota serie di Piz, 


e ° ; 


Li, E a" 


sì hanno i 
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I0nnnoog 
11[2]3[4|s[6[7]6] 
|13 [6 [10|15]21]28136 
[14 [10/20|35]56|84]_| 
UBDSDEEE 


: Curiosità diverse sui numeri. 
sul numero 37, 

Se consideriamo la progressione aritmetica: 

v +3-6-9- è. 149 #8 
e ne moltiplichiamo i termini per 37, otteniamo: E 
, Il - 222 . 333... .... 999 vi A 


Questi prodotti sono costituiti da tre cifre uguali e tali che — 
la loro somma è uguale al moltiplicatore da cui derivano, 
La spiegazione di tale particolarità sta in ciò che: 


37x33 = 111 


i 


per cui, ad esempio : 


37x15=37x3x>5= fllx5 ecc. 
Vi I, 37 (34 7)=33473 
83-7-37=777 0 


il numero 987654321 costituito dalle 9 ci Pe 

» În senso inverso; e l’altro numero 123456789 > 
le stesse cifre nell’ordine naturale. La somma 

due numeri è 45; la differenza dei due nume La 


‘ ‘(97532 costituita come essi dalle 9 cifre significative, 

o in ordine diverso, 3 E 
numero 45 sì può scom orre (1) in t 18,12, 

3 € 20) tali che. ST VAR Bisenti 


& 


Sul numero 100. 


Questo numero si può scomporre (in modo 
quattro numeri (12, 20, 4 @ 64) tali che: 


12+4=16° 
20 — 4=16 

4x4= 16 i 
64 : 3= 16 fe 


Si può scrivere 100 Usando 5 volte la Stessa cil 
seguenti: DA 


100= {11 —H 
100=3x<33 4 3 
100=5x5x5-5x5 
100=(5+54+54+5)5 È 


Si può scrivere 100 in vari modi usando le 9 cifre 
tive, senza ripetizioni (V. pag. 148): 


Mesa LE 100=98414 È 
64 
‘00=95+34 Ed 100 = 91 + 
à; 5742 È 
Moesii 4 SEE 100 = 9 + 
1578 
100 — Pini de = 
00=94 + TO 100 = 96 + 
2148 
100 = 96 4 2148. È: 
00= 964 — 100 = 96 + 


Sul numero 143. 


148 >< @3B >< 7) = 143 >< 1666 = 275238 
Per ispiegare tale risultato si Osservi che si può 


143 >< 298x7 = 149><7>< 238 = 1001 ><:238 = {000x<! 


i id’ i dine sia dato da ; 

uando si tratti d’un multiplo di 7 il cui or fs 
Fai avente meno di tre cifre, le due parti del prodotte 

tranno essere separate da uno 0 più zeri; così: 

143 >< (26 >< 7) = 26026 r; 


"e. 
Ossercazioni. — Risultati analoghi si ottengono moltipli- Ex 
ndo per 77 i 999 primi multipli di 13 e per 91 i 999 primi gin ' 


1001= TIC 
Unque 1001 è divisibile per: 


7x11=77e per 13 
Onché per: 
7x13=91 e per it 
Si può poi generalizzare osservando che: 
10001 = 73 x 137 
100001 = 11>< 9091 + . ... 


prodotti di 137 per i 9999 primi multipli di 730/00 
rimi multipli di 11 


Na sono composti di 
Ue parti identiche. Così: i 


909 >< (478 x 11) = 47800478 
9091 >< (57642 e 11) = 57672 5764 


in una somma 


di numeri costituiti, in com- 
dalle 9 cifre significa 


tive, senza ripetizioni, Da ) 5 
225=1 +29+45+67+ 89 2 


ti numeri si ottiene 
nche scomporre così: 


225=14 +35 + 42 +69 + 78 eee. 
Naturalmente 


altri numeri si Possono scomporre i 
nalogo, Essi Però debbono essere m) : 
1+2 


Esempi; ; 


Ciascuno di ques 


LI e 
edente, sj può a aggiungendo 22 al pre- A 


n modo 
e multipli di 9 poichè : 53 


+3+4+5464748g +9= multiplo di 9, 


9+12+36+48457 
171=2448 +39 +47 +65 
BIO = 195 + 267 + 348 


— 140 = 


Sul numero 142857. 


Esaminiamo i 6 primi multipli di questo nur 


142857 RR + 42857 

571428 714285 8571 

Essi sono com 

sì che si può pa 
zione di cifre. 

Inoltre essi sono formati da gruppi di due cifre 

di 70 multipli pari più 1. Così 171428 è composto d 


Posti delle medesime cifre nel med 
ssare dall’uno all’altro per sempì 


57=7x8+1 1=7x10+41 
14=7xx2 4 =7x6 
28=7x4 


Moltiplicando 142857 per 326451 si ha: 


142857 
3264541 


Le cifre delle colonne ver 
dotto cominci 


ifra con cui termina il pr. 
6 prime cif, e di ci 


; così le 6 seconde € 


Sul numero 12345679, 


Questo numer 
ordine Naturale, 
qualunque della 


o è formato da 
meno 1°8. Se ] 
Progressione 


lle cifre progressive 
O si moltiplica per 
aritmetica : 


30-18-27 -06 45.54. gg pai 


E 
cui ragione è 9, il prodotto risulterà composto di 9 cifre Sl 
guali, Così: 


da 


12345679 x 54 = 666666666 


i 
pe 
Si osserva che la cifra 6 indica il posto del termine 54 deli «di 
Fogressione (il 6°) e risulta pure come differenza tra la decina 


bperiore e detto termine, ossia: "a a 
6=60— 54 è -2 

Per ispiegare il risultato ottenuto si osservi che : 3 

12345679 x 9 = {11111111 ue 

12345679 >< 56 = 12345679 < 9 >< 6 = HHMMMH{H1 >< 6 “8 


è somma dei numeri Daturali, 


‘ne la somma 
1 Quella a pun 
la fig 


Possiamo a 
ti neri e 
+ H6 Essa è cos 


ccoppiare un 
on questa, in m 
tituita, in total 


a figura sim: 
odo da avere 
e di 6x 724 


n(n+t1) 
2 


La somma, ad esempio, dei 90 numeri del lotto è data da: 1 
90 -. UH 


Dalla fig. 115 &Pparisce chiaramente come la sont 
numeri dispari Naturali a partire da 1 sia n?. Le linee punteg: 


Fig. 415, 


giate mettono in evidenza che una Ala ad angolo differi »; 
Quella ad essa adiacente per due unità. 


Il numero e. 


Regola mnemonica per il valore del numero e (base dei 101 gi 
ritmi neperiani): È 


Tu aideras è Tappeler ta Quantité à beaucoup 
Ce: ri 1 8 2 8 1 


2 8 
de docteurs amis 
2 8 


4 


Ogni singola Parola della frase si 
ero e, Ordinatamente. 3 


Il numero delle lettere d’ 
risponde alle cifre del num 
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I - Trovare un numero uguale a 7 


volte la cifra delle pro- 
| prie unità. 


Mine è dunque i 7} ossia i È della cifra delle unità; 


n on può dunque essere che 5 o zero, 
per cui il numero cercato è 35, 


Nota, — Trattando il problema in generale si può stabilire 
| Seguente espressione risolutiva : 


questa 
e la cifra delle decine 3 


_ UMm_-1) 
e 

î Nella quale d è il fumero delle decine, u quelle delle unità, 
mil numero di volte che il numero cercato deve contenere le 
‘proprie unità, 

fo Per m=7 gi ha appunto: 


3 
d= 


Nella quale, per avere d intero, occorre che sia: 


u=5 da cui d=3 ed N=35 


VII: — Trovare un numero di due cifre, 


uguale al doppio pro- 
dotto delle proprie cifre. 


Tratteremo la questione algebricamente e aritmeticamente. 


b 1.°. Algebricamente. — Sia d la cifra delle decine, u quella 
_ delle unità; si avrà : 


10d+u=2du 
da cui: 


u 
ir 2(u— 5) 

Dovendo d essere una dell 
gnabile ad « che il valore 
cui il numero cercato non 


ir _ Lele 


e cifre significative, non sarà asse- 
6 al quale corrisponde d = 3; per 
può essere che 36. 


3 
ab vi 
e e. 


LL 


n 


E PEA TE UP AO 


x 


Pi 


a a ii cet 


PIA 


2.° Aritmeticamente. — ul numero cercato. 


terminato da 2, 4, 6 od 8, dovendosi escludere ) 
stro caso, 


Ora, secondo V ipotesi 


» questo numero è d 
fra delle proprie 


decine. Occorre dunque che la 
unità sia divisibile per la cifra delle decine ; la 
2, 4,6 0d81a seconda sarà 1, 2, 3, 4, 6 od 8. Il ni i 
è dunque fra ; seguenti: 


12 414 16 18 22 24 26 28 

36 44 48 66 88 
D’altra parte si Osserva che il numero e 
dalle decine del numero cercato deve essere divi: 


cifra delle unità, poiché ogni numc o che divide 


di due numeri ed uno dei numeri della somma, 
l’altro numero, 


Restano dunque solamente: 


12 22 24 36 44 48 66 88 


Il numero cercato non Può essere 12, il doppio di 
inferiore a 10, né 22, 44, 66, 88 che sono multipli di 1 


primo superiore & 40. Fra i numeri restanti 24, 36 e 48 
Vedere che solo il 36 soddisfa al problema. | 


Esempio. Sia il numero 86758: 
86753 
867583 


86839753 


86839753:7 = 12405679 

12405679:4 =112.7789 

1127789:13= 86753 
La spiegazione È &ssai facile. 


st AR 
Infatti si ha: 


86753 = 1000 + 86753 = 86753 >< 1001 
d essendo: 


1001 = 7x1 x 13 
i può scrivere: 


86753 x 1001 = 86753 (7 x 11 x< 13) 


Ota. — Nel caso d’un numero di 3 cifre l’enunciato si sem- 
dlifica perché basta scrivere il numero alla propria destra, ece. 


* — Quanti numeri interi vi sono, composti di un deter- 
minato numero di cifre? 


Vi sono 9x4 ossia 9 xe 10° numeri di una cifra. I numeri di 
due cifre cominciano col 10 e terminano al 99: ve ne sono 
AUnque 9 sc 10‘; quelli di tre cifre sono 9x<10? e tosì via. 


V. — Quante cifre occorrono per iscrivere tutti gli interi 
composti d’un determinato numero di cifre 2. 


«Da quanto Precede si vede che per iscrivere tutti gli interi 
iSPettivamente di 1,2,3,4 - - - . cifre, occorrono 9;2x<9x 10; 
A II cifre. 


Vi. — Quante cifre occorrono per iscrivere tutti i numeri 
dall'1 fino al 99999 . . . . inclusivamente ? 


Va quanto precede si deduce che per i numeri di : 


1 cifra occorrono 9x10= 41x<9 cifre 
2 » » 2xIYx10%= 2059 » 
3 » » 3x9x10%= 300x9 » 
4 » » 4x9x 10° = 4000>9 » 


Dunque per iscrivere tutti gli interi dall’ 1al199999 . . .. ossia ; 
VUtti gli interi aventi 1, 2,3, 4,5 - - - - cifre occorre un numero pes: 
Cifre dato da |. . .. 54321 x 9, il numero + . . . 54321 essendo e”: 
pEmato dalla serie naturale degli interi e contenendo tanti 
Questi ultimi quante sono le cifre 9 contenute nel numero 


2A 


7 GBERSI. — Matem. dilett. 


VM. — Essendo stati scritti tutti i numeri interi gli bei 
seguito agli altri e nel loro ordine princi È 9 
cifra di posizione determinata, per esempio lo i 


I numeri aventi 1, 2, 3, 4, 5, 6 cifre hanno în totale: 
654321 > 9 5888889 cifre. 


ò SVI 
per quanto si é sopra esposto (vedi n ; 
l numeri aventi 1, 2, 3, 4, 5 cifre hanno in totale: 


54321 x 9 = 488889 cifre. i 

umero 1} & 

La cifra considerata appartiene dunque ad un pui sio Dl 
cifre : la serie data essendo supposto che arrivi a | 
numero, i numeri di tale serie hanno dunque: 


552715 — 488889 — 63826 cifre. 
D’altrondae si ha: 
63826 = 10637 >< 6 +4 


| 
La cifra cercata è per conseguenza la quare (UL) 
pero della serie, Ora il primo numero di $ ci "fra GE 
El secondo 100000 + 1, il 10638mo è 110637. Sicché la è =* 


4 3 i dl 
VII, — Quante cifre vi s0no nella serie dei numer 
N inclusivamente 2 


x ri di 
Immaginiamo Scritto uno sotto Paltro tutti i nume! 
ad N; quest’ulti 


endone poi tutti Eli zeri aggiunti. Quanto a questi 0ss 
Che da 102-1 aq N non ne sono stati aggiunti. Al d 
10-23, nella prima colonna di sini 


Zeri; al disopra di 10” -3, nella seconda colonna; ne & 
aggiunto 101-3, ecc. Al disopra di 10, nella seconda. 
& destra ne abbiamo aggiunto 10; al disopra di 4, nell 


+10-+1 zeri 
10” — { 
9 


x=mWn+1y O 2t 


3x201—- {ttt1= 492 cifre 


È; Nel caso particolare in cui N=10"—-1, si ha: 


X=mx{gm_ 10-41 


prima cifra a sinistra 
— 1 se m non ha che una sola cifra, altrimenti le prime 
Cifre a sinistra formeranno il numero m_— 1, 
Esempii: 


N=99 


X= 200 — 11 = 189 
N= 999 


L= 2000 — 110 = 2889 
È = 999999999999 X = 12000000000000 — 111111111111 = 1188888888889 . 
È 
i 
NI. - Usando t dieci caratteri d. 


: una sola volta, formare i numeri la cui somma sia uguale 
‘ all’unità, essendo ammessa la forma frazionaria. 


Esempio. Una soluzione è data da: 


allo zero al 9, ma ciascuno 


35 148 
x 70 + 206 =! 


— 148 — E 
MX. — Problema simile al precedente nel quale la somma dell 


essere 100 anzichè l'unità (v. pag. 138). 
Esempio : 
50+ 494 L +3 Fa = 100 


XI. — Formare, con le nove cifre significative, quattro me | 
meri la cui somma sia 100 (v. pag. 138). 


Ecco due soluzioni del problema : 


15+ 784 W9+ /G4 = 100 


ì 
MI. — Scrivere il numero 3t usando cinque volte la cifra 
solamente. 


31=3+3480 


NI. — Formare il numero 14 con cinque cifre dispari. 
(4=1+1+1+1 


XIV. — Formare 34 usando quattro volte la cifra 3. 
3 
34= 33 + 3 
MV, — Formare 20 con quattro 9. 


9+-9 20 


XVI — Formare 100 con quattro 9 (v. pag. 138). 


99+-3-= 100 


er 
na 
it e 13,10 200 
pi uguali o 
“7 
231 X 741 == 171171 3 
231=3.7.41 T7M=3 -43 - 19 Sal 
429 x 588 = 252252 fe 
468 x 539 = 252252 sr 
294 x 858 = 252259 Li 


182 x 704 = 128128 È 
672 x 858 = 576576 


ri 
l° — Perché ; Prodotti del numero 142857 per 1, 2,3,4,5e6 L 
i su composti delle m D 


edesime cifre, che- si seguono nel- 
| ‘ordine circolare indicato in figura, e perché il prodotto 9 
per 7 è composto di tanti 92 î 
1 È 
4 
7 R 
Fig. 116. | 
8 
5 2 “0 
8 E 
i N 
— Osserviamo che 142857 è il periodo della frazione decimale SE 
Periodica derivante dall’ordinaria: Mo 
i siae 
i + = 0,142857 © 142857... .. 
STA 


quindi : 
: Sp 98 _ 100 = 
7 Xt= e ult en 
? 7 7 7 7 
=14,285714285714 | .... — 14 =0,285714285714 + « . +» 
0142857142857 . . ... x2=0,285714285714 + + + +» 
da cui: 
142857 x 2 — 285714 
- 10 A” R. —1= 
=1,428571428571 |. |... — 1 = 0428571428571 | - + +» 
0142857142857 . ..., x3= 0,428571428571 « <« + +» 
da cui; 


142857 x 3 = 428571 
Nello stesso modo : 


du 4 _ 1009 — 04000 ti 0,571428574428 + + 1° 
7 7 7 7 7 


142857 x 4 — 571428 


ia 100000 _ 99995 _ 100000. _ 44985 = 0,714295744285 n° 
i 
+ = o - Di sa A 142 = 0,8571428574142 + + + * 
i t| 
Infine 

A 142857 17 142857x7 Li 
7 — 399999 7 °° = — 399999 

da cui: 


142857 x7— 999999 


Mi — Prodotti nei quali ta somma delle cifre uguaglia1 
delle cifre dei fe 


attori. 
Indichiamo solo qualche esempio fra i moltissimi: 
51 x 84 = 4284 42x84 = 8528 6 x 48 = 288 
41x89 — 3649 51x75 = 3825 33x75 = 2475 
11x47—=517 


74 x59—= 4189 @ 
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MI. — Prodotti costituiti delle stesse cifre dei fattori, 
21 x 87 = 1827 336 x 951 = 319536 
27 x 81 = 2487 951 x 588 = 559188 
465 x 831 = 398415 152 x 761 = 115672 
201 x 627 = 126027 2841 x 344 = 124483 
201 x 897 = 180297 902 x 875 = 789250 
SU x 327 = 193257 686 x 533 = 365638 
701 x 167 = 117067 317 x 425 = 134725 
824 x 512 = 125248 602 x 437 = 263074 
317 x 461 = 146137 534 x 195 = 315594 
992 x 776 = 769792 321 x 678 = 217638 
924 x 623 = 326452 843 x 876 = 738468 
251 x 608 = 152608 321 x 975 = 312975 
161 x 725 = 116725 489 x 582 = 284598 
231 x 543 = 125433 807 x 984 = 794088 
825 x 957 — 789525 681 x 759 = 516879 
906 x 894 = 809964 366 x 948 = 346968 
231 x 759 = 4175329 341 x 626 = 213466 
35 Xx 41 = 1435 431 x 725 = 312475 
15 x 93 = 1395 356 x 431 = 153436 
381 X 969 = 369189 431 X 707 = 304717 

È 255 Xx 807 = 205785 431 x 878 = 378418 
| IV. — Di alcuni prodotti singolari : 

o 12345679 xIZSHI1{T1111 
12345679x8= 98765432 
1x9+2= 11 
12x9+3= 4111 
123x9L4= 1111 
1234 x 9+5= {il111 
12345x 9+6= 111111 
123456x 9+7= 1111111 
1234567 x 9+8= I1il1ti11 
12345678x 9+9= 11111111 
9x9+7=88 
98x9+6= 888 
987 x 9+5= 8888 
9876 x 9+4= 88888 
98765 x 9+3= 888888 
987654 x 9 +2 = 8888888 
9876543 x 9 +1= 88888888 
98765432 x 9 +0 = 888888888 


RR 


TARI'ROTOSÌ 


PRE Di RI 


pio 
sii 


VAR 
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1 x Spi =289 
12/X 82398 
123 x 843 = 987 
12394 x 8 +4 = 9876 
12345 Xx 8 + 5 = 960 
123456 x 8 + 6 = 987654 
1234567 x 8+7= 9838766543 
12345678 x 3 +8 = 98765432 = 
123456789 x 8+9= 987654321 


Indovinare un numero pensato. 


I problemi di questo tipo, che facevano furore quando gii. 
studi in genere e quello dell’aritmetica in ispecie, erano poco4 
diffusi, non potrebbero ora destare una così generale sorpresì + 
ed ammirazione. ; 

Nondimeno presentano sempre qualche interesse poiche ri. 
chiedono in chi li spiega una certa prontezza di calcolo che. 
non è di tutti. i 

Quanto a regole propriamente dette per risolvere questo ai 
nere di questiòni non ve ne sono, ma solamente metudî 0888 
modi di procedere che possono variare a piacere, sì che D0N 
riuscirà difficile a chi abbia qualche dimestichezza con Dale 
gebra il crearsene di proprii. È 

Il procedimenta, come è noto, consiste nel fare eseguire dl 
una persona una serie di operazioni (che le si vengono indi 
cando mano a mano) sopra un numero da essa pensato, i 
cendosi in ultimo indicare il risu‘tato finale, oppure taluni fl 
sultati parziali delle successive operazioni, da cmi si dedut# 
poi con adatti calcoli il numero pensato. à 

Il Ball, dal qualè ho ricavato buona parte di questo pare 
grafo, indica i seguenti primi cinque metodi. 1 


Primò metodo. 


1.° Far triplicare il numero. E i i 

2.° Se tale prodotto è pari, farne prendere la metà ; 88° | 
dispari farvi prima aggiungere 1 e poi prenderne la mett 

3.° Far moltiplicare il risultato per 3. 

4° Far sottrarre dal prodotto ottenuto, tante volte 9 dUà 
è possibile, chiedendo quante volte la sottrazione h& PAS 
esser fatta, e sia per esempio r tale numero. 


e “i 


5.° Si potrà affermare che il numero pensato è 2-n oppure 
«n+41 secondo che il risultato della prima operazione era 
pari o dispari. 
| Infatti ogni numero pari è della forma 2 n; perciò le opera- 
zioni che si sono fatte eseguire sul numero dalla persona che 
lo ha pensato danno questi risultati: 


L In 
bn 3 6n=3n InxZ=9n e ; 
i 
Se il numero è dispari la sua forma generale è 2 n + 1 epperò &; 
a 
3 


i risultati delle operazioni fatte eseguire su di esso sono i se- 
guenti: 


@n4t1 4 ci i i 
+1)x3 6n+3 (isnari 3 (6n+3+1)=3n+2 


On+2x3=9n+6 228 n 4 resto6 è) 


. * è. 4 
quindi il numero cercato è 2 n +4, CA 


Secondo metodo. 


1° Si fa molti 
2° Si fa aggi 
3° Si fa mol 
40 Sì fa agg 
5 Si fa mol 
Reso noto il 


P'icare il numero pensato per 5. 
ungere 6 al prodotto. 

tiplicare tale somma per 4, 
iungere 9 al nuovo prodotto. 


tiplicare per 5 l’ultima somma ottenuta. 
lisultato così ott 


fa) "4 ; 
VE x — uf 4 F. 
dt 1 SMENZONOI E E REI SIOE, VET Ri SEDI, VANTO OITOIE 


on 5n+6 
On+2%+9=2%n+38 


d’onde sÌ deduce la regola. 


Sn+t6)x4=20n+% 
(0 n + 33)x5.= 100/7+ 165 


A moltiplicare il A 
ui num i 
qualunque, ma noto, @ e si ha regi... per un numero. 


mani VEÉ 
2.° Si fa dividere îl prodotto per un secondo numero noto, 

b; (n 7) ‘Sl 
3.° Si fa moltiplicare il quoziente per un terzo numero noto, — 

a 3% V 

C; (6 c ). È 


4° Si fa dividere il risultato per un quarto numero noto, 


ad: (n DE: 5 tl 

È ba ]|' Di 
5.° Si fa dividere questo risultato per il numero pensato, _ | 

+. {ac =) 

n; (29) 


6.° Si fa aggiungere al quoziente il numero pensato e si 


e 
domanda il risultato finale, che sarà (15 +n): 


7.° Sottraendo mentalmente dal risultato che verrà così - 


esposto, la quantità nota 4 resterà evidentemente il na 
mero pensato. 


seme 


iena 


Quarto metodo, — Si propone ad una persona di penstrr i 
numero inferiore al 90, e poi: Î 


1° Lo si fa moltiplicare per 10 e si fa aggiungere alano 
dotto un numero qualunque a, che dovrà essere noto ed 
| riore al 10. 1 


2° Si fa dividere per 8 la somma ottenuta e si prende 
del resto dell’operazione, b. 3 
3.° Si fa moltiplicare il quoziente precedente per 10 
&8giungere al prodotto un numero arbitrario, ma noto, 
nore di 10. : 


4° Si fa dividere il risultato per 3 e si prende nota 
resto d. 


5.° Sia poi e la terza cifra, a partire da destra, del | 
ziente della divisione. 
Conoscendo a, b, c, d, e, 


riesce facile determinare il 
pensato. Infatti esso è dell 


o_9 con y=8 5 


Se r è il resto ottenuto dividendo per 9 l’espressione? | : 
a_-b+3(c- d) sì ha Q=e y=9- 


Il numero pensato essendo 9 @ + y, la prima operazione ci dà: 


92+y)x10+a ossia 92+10y+a 
od anche; 


00+9y+y+a 
he è della forma: 


mult. 9+(y+a) 


Il resto della divisione per 3 sarà quindi lo stesso della divi- 
sione di y+a per3esi può porre : 


Y+a=3p+b (b essendo più piccolo di 3) 
da cui: 


02+y)xX10+a=900+9y+3p+5 


| La divisione per 3 ci dà per quoziente: 


300+3y+p e per resto bd 
Si fa poi mol 


tiplicare questo quoziente 
Al prodotto G 


per 10 e aggiungere 
minore di 10, il che ci dà: 


300.0+30y7 +10p+c 
Che si può mettere sotto la forma: 


300.0+30y7+9p+p+c 
Il resto della divisione 


Per 3 di questo nuovo numero sarà 
Ancora quello d 


ella divisione di P+cx3 e ponendo: 


P+e=390+4d 


Ottiene per quoziente, effettuando l'operazione: 


1000 +10y7+3p+9 e il resto d. 


De dara 


i 

Dia 

<17 e ne segue | 

a e ne deduce carlsea 
* <4 Si ha quindi: dio. pr: 
® 


U+3P9 4938041544 ossia fi 


— 100° 


Dunque il quoziente 100 L+10y+8p+gq non h 
cifre. La sua terza ciffa a partire da destra è per 


e=@ 


Le relazioni Y+a=3p+b P+c=39+b danno 
st’altra: È. 


3P+3c+y+a=99 +3d+3p+b 
da cui: 


a_-b+3(c-d)+y=mult.9 
Essendo y < 9, il resto 


r della divisione per 9 dell’es 
a—-b+3(c- 


d) è il complemento a 9 del numero yY,; 


Y+r=9 da cui y=9-r 
Con ciò abbiamo supposto: 


a—-b+3(c—d)=0 


Se tale espressione fosse negativa si avrebbe y = r. Del res 
SÌ può evitare che ciò avvenga, assegnando ad a ec 


convenienti. Con questo metodo si possono determinare 
e quindi il numero pensato 9® + y. 


Esempio. — Sia 82 il numero pensato: 


82 x 10 = 820 ausz 820 +7 = 827 
827 


—;_ = 275 + resto2 b=2 275x 10=2750 csì. 


2750 +8 = 2758 Se 919+resto1 d=i 


e=9I=% d_b+3(c—d)=7-2+3@8-4)=%. 
e =2+-resto 8 r=8 y=9-8=1 


N=90+y=9x9+1=8 


Quinto metodo, 


— Si faccia pensare un numero minore di 
€ pui: 


1.° Si faccia divid 
2.° Si faccia divi 
3. Si faccia divi 


ere per 3 e sia a il resto. ‘si 
dere il numero pensato per 4 e sia DIM 
dere il numero pensato per 5 e sia C 
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Si avrà il numero pensato come resto della divisione del- | — 
espressione 400 + 450 + 36c per 60. ur: 
sempio. Sia: 


N= 46 di dà per restoa=1 


na dà per resto b = 2 | dà per restoc=1 


400 + 450 -+36c=40+90+36= 166 


na dà per resto 44=N 


Questo metodo si può generalizzare così da poterlo applicare bis 


a UN numero qualsiasi, ma riesce troppo lungo e quindi poco — 
pratico. dt - 


A 


Lo 


esto metodo. — Indo 


© 3 
; vinare un numero pensato fra 0615 € 
inclusivamente, au 


senza fare alcuna domanda. 


+ 


Si comincia col fare aggiungere 1 al numero pensato, poi sì. 
a triplicare la som ; 


a trif ma; la serie delle operazioni da eseguire — 
divide allora in 4 periodi distinti: ‘rs 
Primo Pertodo. Si fa prendere la metà del risultato otte. 
Uto e la si fa moltiplicare per 3. : 


n 
Sa 


rima di far Prendere la metà. 
Esaminiamo ora i singoli casi: 


rimo periodo. 


il che si può fare solo i 
dal primo Periodo si sa 
Sl 


ecCOndo , a È a NÈ € 000 
Periodo, Sia N dispari, cioè N= 1,3,5,7,9, 41, 4% dla po” 


fa dividere per 2 il numero-j-(N + 1) 3? 


e il risultato ot- 
nuto viene moltiplicato per 3, 


NE 


N° 
n 
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Se è possibile effettuare la divisione: 
N+1=mult. di4 ossia @mN=3, 
Se la divisione non si può fare, si ha: 
N=1,5,9083 


Dunque, dopo Îl secondo perfodo la scelta i 
4 numeri. 


Terzo periodo. 
1.° Supponiamo che si sia potuto effett 


per due di: 
FW+98; cori 
è intero, per cui: 
N=3,7,1{ 015 
Si ha ancora da dividere per 2 l’espressione: — 
1 
gr (N+ 1) 3? 
a) La divisione si può fare è allora: 
N+1= mult. di 8 quindi N=7 


b) La divisione non si può fare e allora si 
l’espressione : 


Mal x3°+1 e N= 3 oppure fi 


2.° Supponiamo che NI x 3? non sia divi 


| ha da scegliere fra 1,590 13 esi fa dividere. i 
sione : 


NHL X3°+1 


Il risultato, della forma: 
(N+1)393.+2 
22 


lo si fa moltiplicare per 3 e si ha: 
(N+1)33+2x3 
27 


i espressione che si tratta di dividere per 2. 


Essa si può scrivere: 


(27 N+ 1) +32 
92 


c) Se la divisione è possibile : 


22N+4=mult. di8 allora N=5 018 n 

d) Se non è possibile, si fa dividere per 2 l’espressione: pe 
> VG 

8 ” 
NEMI 2% +1 ed N=109 S< 0 


Dunque dopo îl terzo periodo, la scelta è limitata fra due 
numeri. 


Quarto periodo. 
43, 
Da 3 

a 1.° Sia l’espressione 409, intera. Si divide per 2. 


Se la divisione è possibile : 


N+1= mult. di 16 ed N=415 


Se la divisione non è possibile, si divide per 2: 


(N+ 1) 33 
i a ù SOEN4 + 


indi: 


IN+1=mult. di 16 da cui N=7 


N 
2.0 Se l’espressione ‘ Lt non è divisibile per » x 
À altra fi 


at 


È + i [N+. 1) 33 


+ i] ossia NED 
2 


Che sj tratta di dividere per due. 
e la divisione è Possibile: 


Q7N—-1)+32 
— È 
TAPPresenta un intero, e: 


22N-4= mult. di 16 da cui N=3 


i — 160 — na: 
i Se la divisione non è Possibile, l’espressione: | — 


1 [(N+1)39+2? (27 N47) 
| PI È +1] Ù ° 


è intera, e: 


27N+7=mult. di 6 da cui Nat 


ba 


3.° IL’ espressione SIN I +25 corrisponde ad un nu nero 
intero. Si fa dividere tale numero per due. ; 
Se la divisione è possibile : 


27N+1=mult. di 16 ed N=413 
Se la divisione non è possibile, l’espressione: 


1 ((22.N+1)+32 vEN4 DARE 


» 


FAPpresenta un numero intero, sicchè : : 
83N+1=mulît. di 16 ed N =19-<008 

4.° L'espressione : I È: 

1 (N+1)3*+2.3 (27 N45) +32 

Ò [ di a i] ù st ag 


| viene divisa per due, 
Se la divisione si può effettuare: 


2?7N+5=mult. di 16 ed N= 


Se la divisione non è possibile N=9, Analoga 
si farebbe nel caso di N pari. 


Daremo pure una regola mnemonica costituita da 
di uomini celebri italiani, di tre sillabe. 

Quelle contenenti la vocale i indicano i periodi 1 
è cccorsa l’aggiunta dell’ unità per poter prer 
del risultato. 


Il quarto periodo decide della scelta fra î due 
buiti a ciascuno degli otto nomi prescelti; se è po! 


i MM IT Sid ; 


"a e. 4 
dere la metà senza aggiungere 1, si sceglie il numero della .. 
Jeconda colonna e in caso contrario, quello della prima. 


Ri < én = st- «| 
Cel - li - ni 

Ti - zia - no 

Mar - co - ni 

Vi - gno - la 

Ga - li — leo 

Vir - gi - lio SA 

Co > loin «Bo. 


Esempio. Sia 9 il numero pensato. Avremo :. 
9+1=10 3>x10= 30 


Primo Periodo. — La divisione di 30 per 2 è possibile, dunque 
° Numero pensato sarà uno di quelli che corrispondono ai 
quattro nomi la cui prima sillaba non contiene i: e 


Mar - co - nì. .. «è ERI 
5 - 13 
7-45 


lupcanti «ie ea 
(1) 


15x<3 = 45 


Secondo periodo. — Qui 1 


Bile ; perciò il numero pen 
Quelli fra j qu 


a divisione di 45 per 2 non è possi- 
sato apparterrà ai corrispondenti a Sa 
attro nomi (1) la cui seconda sillaba contiene la i: © 
Cel - li + ni . 
Ga - li - leo 


PI 


> =95 


a 


Qua ; ni i A 
orto periodo, È La divisione di 35 per 2 non è Possibile, © 


Riedi la ci * a N elite de 
“n a; che si deve Scegliere è quella della prima 0 


ag 


Matem. dilett. 


n 
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Indovinelli su due numeri. 


1.° Consideriamo due numeri, uno pari e l’altro 
Invitiamo una persona A a sceglierne uno, mentre 
persona B prenderà l’altro, Si tratta di trovare quale è 
mero scelto da A. 3 
Dite ad A di moltiplicare il numero che ha scelto 
mero pari, per esempio per 2, e a B di moltiplicare 
un numero dispari, per esempio per 3. Fate somma 
tati e chiedete quale sia tale somma. Se essa è pari, 
scelto il numero dispari e viceversa se la somma è d 
che è evidente. iù 
2.° Siano due numeri m ed n primi fra loro, ma ta 
uno almeno non sia primo assoluto. Sia p un divisore 
Procedete come nel caso precedente. Dite alla pei 
scegliere uno dei numeri m od n e a 8 di prendere 
Sia g un numero primo con p. Fate mroltiplicare per 
mero scelto da A e per p quello preso da B; fate è 
risultati e chiedete il totale. Secondo che questa 
non è divisibile per p, la persona A ha scelto ni 
ovvero il numero m. 
Esempio. Siano: 


rma=41 n= 35 p=5 «= 

Supponiamo che A abbia scelto 1’ 11; egli dovrà mo 
per 3, mentre B dovrà moltiplicare il 35 per 5, sic 
33 + 175 = 208 

Il 208 non è divisibile per 5 quindi il numero scelto dal 


Risolvere un problema a 3 incognite, con un sol 


Ecco in qual modo si può fare questo tour de fo 
si possono calcolare queste tre incognite per m 
quantità parimente incognite, mediante una 
zioni da eseguirsi da altri e di cui non dovrà gss 
al solutore che il risultato finale espresso da un 


In altri termini, l’operatore pretende di risolvere 
zione: 


Xo+Yy+Zaz=A 
nella quale A solamente è dato! r: 
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L'operatore — munito di carta e matita — comanda all’ 
| avversario: «Pensate una data qualsiasi 
i futura ; scrivete l’anno, il m 
troverò queste tre quantità, 

«Scrivete l’anno della vostra 
l’anno da trovare. 


«Raddoppiate l’anno della vostra nascita, prendete il numero 
formato dall i i 


» passata, presente o E 
ese e il giorno di questa data, e io pi 


nascita e moltiplicatelo per 


te ora il numero formato dalle due 
a vostra nas 
numero e sott 


ultime cifre a È 
sita; moltiplicate l’anno da 2 
n raete questo prodotto dalla 
x Somma precedente, 

«Aggiungete al 


resto il numero del 
«Enunciate il ri 


È giornò da trovare, 
È: sultato finale », 


È Soluzione, — Sì divide il risulta 
i à l’anno Cercato; 


resto della divisione 
indicherà il giorno cercato, 


Tae Ra SIVE 1) 


T Spiegazione, — Siano a }° 
| Biorno, Sia 
, Pongo: 


anno da trovare, 
no A e B due fa 


ttori arbitra rii. 


eg di ate 


m il mese, gil 


dia 
Prog da 


di Ad +Bm+ga 9 (ty 
n° O considerare S come il dividendo d’una divisione di cui. -- 38 
A divisore, a il quoziente e Br +9 il resto; la condizione Ad 
Cessaria e sufficiente per ciò è che si abbia: TG 
A>Bm+y ai a 
; naturalmente, essere il resto inferio 
Te al divisore. 

amo effettuata la divisione e sia Ril Pesto; si ha: 

Regionana cen ba cai 
5 O come Precedentemente si trova che R è 
fn di una divisione di cui B è i] divisor ei 


vendo, 
Upponi 


e, m il quozien % 
all Testo, con la Condizione che: ziente e i 
dt”. 


B>yg 


RE i 
permettono di 1 valori 
Ì fattori Ae BR. alti] da 


È vario.’ 2 deve essere superio unque — 
Fariare de gigio” Riel saline E 


Pe almeno uguale a (e 
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Pongo, ad es., B= 37. A 
Sostituendo 8 con questo valore e 9 col suo sil: 
31, nella ineguaglianza (2), questa diviene : 


A>37m+ 31, 
0, poiche m può variare da 1 a 12: 


A>37x12+31 
A > 475 

Pongo, per es., A=1800. È 

Se vogliamo riportarci all’enunciato del problema; 
che tutte le operazioni che l'operatore fa eseguire, si 1 

1800a +37m+g=$S 
essendo il risultato finale enunciato. 

Si può osservare che il problema è possibile sol 
fatto che m e g non sono suscettibili di variare che 
limiti. D’altro lato — nonostante le apparenze — 
conosce, non solamente una relazione, ma ben ze 
esistenti fra le incognite, come è. indispensabile 
determinare. Queste tre relazioni sono fornite dall’e 
e dalle ineguaglianze (2) e (3). ; 

L’anno della nascita non è che un tranello destinato 
viare l’avcersario ; esso non interviene che per fi 
1800 e 37. 

Indicando tale annò con 1800 + «, le operazioni alle 
serve di pretesto consistono in: è 


(1800 +0) a +37m -— ax 
0, sviluppando: 
18000 4+-aa+37m—a@ 
il che elimina «. 
È evidente che quanto precede è applicabile & 
nata fra il 4800 e il 1899 — caso di gran lunga il p 
Che se l’accersario fosse più giovane, sarebbe 


ficare l’enunciato in conseguenza, una volta col 
canismo del problema. 


Estensione del problema precedente. — È evide 
Presentare il problema in molti altri modi e cor 
gnite si voglia. 

Siano — in generale — &®, Y, 4, t, UD 00 
cognite; basta porre: $ 


Ax+ByY+Cz+Dt+Eu+Fo+ «#3 
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1 e determinare i fattori A, B, C, D, E, F, --. + mediante le 
T ineguaglianze: 


A>By+C3+Dt+Eu+Fo+ di 2. e 
B>C3+Dt+EUu+Fo+.... 
3 L’incognita @ è la sola alla quale si possa dare un valore 


È Qualsiasi, a condizione che esso sia intero. Le altre incognite 
gunon possono variare che entro certi limiti. Se si ha cura di 


& Ecco un esempio, assai semplice, del genere; esso non richiede 
{da parte del Pubblico, che moltiplicazioni riguardanti numeri 


di 1a 4 cifre. Si n enunciato — assai ciarla- 
 tanesco, come si 


sue i conviene al caso — realizza certamente il 
i “minimo di dati da esigere per la soluzione d’un problema; 

Mii« Essendo a 
dle! quale nulla si sa, 


Bi; Possono Lavare — in apparenza — questi elementi da un 
a Incognito, quale la data della Nascita del soldato Ber- 


Putta 'mpedisce, d'altronde, di aggiungere alle quantità da 


Vare l’età del Capitano 
prare l'et > Quella della cantiniera ecc.; 
to ciò dipende solamente pone è i 


ò dal tempo dispone î 
‘enza degli uditori, ioni. a dala 


Vare l’età d’una Persona. 

facciano e . 

—» Seguire ad una perso 

e pri sulla Propria sal na i seguenti calcoli suc- 


Raddoppiare il 
È giorno dell a 
0) Aggi Fa a nascita = 


30 Moltiplicare per 50; 


— 166 — LETI 


4° Aggiungere il numero ordinale del mese; is 
5.° Moltiplicare per 100; È 


6.° Sottrarre l’età che aveva nell’anno precedente 
7.° Sottrarre il numero 19881. È 


Quando tale persona avrà ottenuta questa ultima diff 
dovrà palesarla e da essa si dedurrà tosto la data voluta s 
randone le cifre per due, da destra verso sinistra. 
gruppo a sinistra (di una o di due cifre) indicherà il 
mese della nascita, il secondo il numero ordinale del mr 
terzo l’anno. dio: 

Occorrerebbe conoscere prima il secolo perchè non si 
che le 2 ultime cifre del millesimo; ma in pratica è fe 
varsi d’impaccio | SESTA 

Esempio: — Si tratti d’un individuo nato il 140 
cioè il 14 . 10. 61; ecco ordinatamente i risultati 
operazioni indicate: 

1.0 2XX14=28 

2.0 28+4=32 

3° 32 X50=41600 

4° 16004 40=1610 

5° 1610 X100= 161000 

6.° 161000 — 58= 160942 

7.9 160942 — 19881 = 141061. 


Si ha dunque: 14 . 10 . 61 che è appunto la data 
Il numero M= 19881 non è fisso, ma varia anno bi 
fatti, sia a il giorno, è il mese, c l’anno di nascita. | 
Per le regole indicate si ha: E 


[(2a+4) 50+D] 100 — (1900 + p — 1 — 1800—0} 


= 10000 a +1000-+e Sa 


dove $ è l’anno in cui si fa il gioco (decine è UT 
di nascita (decine e unità). 


Sviluppando e semplificando rimane: 
M=20000—99—p=4199%01—9 
Sicchè pel 1920 si ha g=20 e perciò M=19881, di 


Indovinare un pezzo pensato del gioco del d 


Si possono applicare ai pezzi del domino 
precedentemente per indovinare un numero 


a 
a Wo 
a 


Si faccia dunque pensare ad una persona un pezzo del do- 


mino, o, meglio ancora, due numeri qualunque, uguali o disu- 
uali, fra i dieci: 


0-1-2-3-4-5-6-7-8.9 


Il modo più semplice per indovinare è il seguente. Si fa dupli- 
are il primo punto e vi si fa aggiungere un numero a proprio LE 
acere; si fa quintuplicare il risultato ed aggiungere il se- 
Sondo punto. Si chiede allora il totale ottenuto, : 
ter conoscere i due numeri pensati basterà allora diminuire 


Il totale di cinque volte il numero aggiunto; la differenza ot= ‘ È 
ue cifre delle quali la prima corri- — 


enuta è un numero di d pr: 
ponde al primo numero pensato e la seconda all’altro punto, — 
Esempio, Sia 3 e 4 il domino pensato. 

Il doppio del primo punto sarà 6 
Mintuplicare la somma 14 ed ottengo 70 


® it primo punto, con 4 il secondo e 
to si possono rappresentare algebri- 
ioni successive con: 
20 20tm io +5m 

Sottraendo sm dal t 


a SaPebbe nel nostr 


mil numero aggiun 


1002+5m+y 


Otale esso si riduce appunto a 10&+y 
O esempio 10x3+4 ossia 34, 


SULLE OPERAZIONI AR 


—_——_€& 


Moltiplicazione. 


37 =25 {2241 
Ora: 
4x1 = 
4 x23= 8x2 = 


Si può evidentemente ridurre qualsiasi mor 
una serie di duplicazioni e ad una somma, ed è 
cedevano gli antichi egiziani. 

I contadini russi usano lo stesso procedime; 
forma curiosa. Si ha: 


37 volte 42 =1{ volta 42 


È 
Più 18 volte 84 ossia 9 volte 168, cioé 1 volta 168. 
Più 4 volte 336 ossia 2 volte 672 0d 1 volta 


L’operazione viene disposta in questo modo: 
37... na ; 


42 3 SIETE 
48: > 3 RE 7 Via 
de 4680 
# - 
2 672 
"I 1344 = Gio 
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Divisione, 


sssendo noto il dividendo, il divisore e il resto d'una divisione, 


come si può trovarne tutte le cifre del quoziente da destra ‘<a 
a sinistra? 


e si sottrae il resto dal dividendo si riduce il problema a 

lest’altro: Trocare, da destra a sinistra, le cifre del quo= 

(ente di due numeri interi divisibili l'uno per l’altro. 

Si possono presentare quattro casi, cioè il divisore può ter- 

spare: 1.° con ura cifra pari, significativa ; 2.° con cinque; 
on Zero; 4° con una cifra dispari diversa da cinque. 

li primo e il secondo caso si riducono al quarto dividendo i 3 

meri interi dati, per la più alta potenza, sia di 2 che di 5, 

De divide esattamente il divisore. 


d uno degli altri tre, dividendo i due 
Umeri per la Più alta potenza di 10 che divide il divisore. 

Se iò, che e sempre Possibile ridurre il divisore a 
na cifra dispari diversa da 5, 
i prodotti dei Primi 10 numeri per una Stessa cifra 
"sa da 5, sono terminati da cifre differenti. Per cui 
€ unità d’un dividendo e d’un divisore, divisibili. 

la cifra delle unità del 
uando nel divisore i è dispari e diversa da 5, 


renza fra il dividendo dato e il Prodotto 
per la cifra delle unità del quozi n na 
pio: 


ente corrispondente, 


Dividendo 


17386183611 


0000 
1738618361100 54284325 
69544734444 è 
8952736346 tan 


‘ 
“dp 


vere: 
Per 2999, — Debbosi dividere 327581 per 999, Si può seri 


327581 =327 x 1000 +- 581 
agi 327 x 1000 = 327 x 999 + 327 


i il 999 con 
dunque il numero proposto 327581 contiene 327 volte i 
un resto gi: 


327 +581 = 908 Ì 

; iente 786 e — 

Così, il numero 7865499 diviso per 9999 dà per quoz i 
Per resto: 


786 + 542929= 6208 


E ancora : È: 
4287 + 547 4894. 
4287547 ‘999 = 4287 + e = 4287 + 999 


Estrazione 
Metogi diversi, 


° Sian il Numero del 
drata ed daeba 


Tuale vuolsi trovare la PATO È 
Ue suoi fattori Qualunque (se il numer 
Primo si Prenderanno dA=neb_ 1 
Prendiamo } Media arit 


i s i ela € 
Metica r gi Questi due fattori È 
oro Media almonica s Ossia: 


r=t 4) sith | 
(CR | 
Prendiamo ANCcOra Ja media aritmetica ”: delle due men È 
”; 8 così Ottenute elal i armonica 3, € così di segu ua — 
© Quantità » 8 Saranno altrettanti valori approssimati de il 
Padice ch s Tea; l’APPrOSSIMAZION, è Papidissima poiché PIRO. 
Numero de decimali SSAtti delle &PProssimazioni successiiaal 
Cresce in POgressione Metrica, | 
Ese 


‘Mpio, Calcoliamo 
APPrOSsIMAzi 


* Avremo 4 r&b1 98 seguenti | 
oni SUCCERsIive. 


18817 
"= Tos6r 
32592 
cerato 


Sè il numero 
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Fermandoci qui abbiamo; 


l3=1.732050810 ed 3 = 1.732050805 


quindi sette decimali sono esatte. 

Il calcolo delle medie aritmetiche è assai semplice. Se ne 
deducono le medie armoniche capovolgendole dopo aver mol. 
tiblicato il loro denominatore per n. Così; 


56x83 _ 168 


digiie Alpe 

Questo Procedimento ha il vantaggio di dare dopo alcune 
approssimazioni successive un risultato esattissimo; esso pre- 
senta però |” inconveniente di non far conoscere con esattezza 
dato sia un quadrato esatto, poichè la serie dei 


Numeri r, s non termina mai (se a> bd, r risulta sempre 


>Vneds <Vn); inoltre l’applicazione del metodo diviene 


difficile, quando il numero dato contiene molte cifre. 


2° Debbasi estrarre la radice quadrata di 77211369. Indi- 
Cando con a? un numero qualunque > 77211369 e del quale sì 
Conosce la radice A, p. es. 108 la cui radice è 4104, si ha: 


(4 + ©) (a — 3) = a* — #0? = 10000000) — 77211369 = 22788631 
(A+ 2)+(a—2)=2a=2 x 10000 = 20000 


Sicché il Problema è stato ridotto a trovare due numeri dei 
Quali sono noti la somma e il prodotto, il che puo farsi alge- 

licamente per mezzo d’un’equazione di secondo grado, oppure 
aritmeticamente nel modo indicato nel Capitolo Algebra. 

Applichiamo quest’ultimo procedimento. 

Sì divide 22788631 per 19999 e si moltiplica il quoziente 1139 
Per 1138 e si aggiunge il resto 9770. 

Si ottiene iscganì oh si divide per 17721, differenza fra 19999 e 
Îl doppio del quoziente 1139 (cioè 2278). î 

Si ottiene così un secondo quoziente 73 che si moltiplica per 
72 aggiungendovi poi il resto 12319 îl che dà 47575. 

Si dovrebbe ora dividere questo numero per la differenza tra 
17721 e 146 (doppio di 72) che è appunto 47575, per cui si avrebbe 
Per quoziente l’unità. Concludesi da ciò che 417575 — 1=17574 è 
la differenza dei due numeri cercati (ossia delle due radici 
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dell'equazione di secondo grado); la loro si 
la maggiore a + «, sarà: 


SITE i 
2 EE 
e siccome a = 10000, sarà & = 8787. Dunque 8787 = \ 
Questo metodo di estrazione della radice q 
taggio di procedere franco, senza tentativi. 
Riguardo alla brevità, molto dipende dalla Ù 
del numero a?, Così, se per esempio, in luogo 
‘scelto 81000000 le operazioni sarebbero riuscite 


ARITMETICA GEOMETRICA 


——& 


Moltiplicazione, 


are il prodotto di più segmenti ret- 

ì Fappresentati in una determinata scala. 

lamo sopra una retta O X un segmento OA uguale alla tai 
di lunghezza e innalziamo in A la perpendicolare ad 0 X 


Fig. 117. 


O A BC X 


Îotti ix, I 
i iXlaX%a, Sei è 
Zione dei triangoli simili lo) bp tn 


dall n : 2 < 
» OBB', ecc. e 4 


ua 


+e 


I 
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Divisione, Sa: 

Debbasi trovare il quoziente di due segmenti a e db. 
da O in A la lunghezza unitaria e il segmento din 

nalza in b.una pe 

a colare ba uguale 

conduce 0a ela 

za Am della pe 

lare in A ad OX. 

cercato, come è 

dere. = 

Osservazione. — 

O A b X razioni salle 

Fig. 118. possono riferire a 

È sui numeri interi è 

una frazione % PUò essere rappresentata come si è | 

un segmento Am. ST 


Potenze. 


Sia a il segmento che rappresenta il numero da 
ad una certa potenza (fig. 119); X, X, Y, Y due assi 


nali che sì segano in O. Si porta su OX l’uni 
in 08, e il segmento a su OY in 0a;; si © 


innalza su di essa la perpendicolare in a, che segherà OX, Ta 
n 8,; da questo punto s’innalzerà la perpendicolare sulla 


Radici quadrate. % n ; 


Basta costruire la media proporzionale Am fra il segmento —— 


0A e quello Aa da cui vuolsi estrarre la radice quadrata 
lappresenta un numero | E 
N. m ca 
questo numero è scom- 
PON bile in fattori se ne avrà 
itaggio dal lato grafico, 
€ torna più comodo co- oa 
le là media proporzio- {900 
di ab=N che di 1xN, ni 
ase al noto teorema di d, A È 
pr ogni numero intero Fig. 120. sn a i 
Quadrato, od è com- (E 
di 2, 
londe }a 
E. 120. 
Ruando il numero proposto può ve- 
Me scomposto in varie maniere in una 


imma di quadrati, può tornare più co- 


pece 
3 0 4 quadrati al più. Per esempio 42 =1 +04 da 
costruzione (basata sul teorema di Pitagora) della. 


EE 
ne TT 
us 


ada 


A 
1 LUPA, 


42 


Fi 
18. 12. Fig. 122, 


una di esse piuttosto 
una differenza di quadrati. 


3 DI) reca 
", È: ni SE 


SE sia la Scelta di 
Dita Quella q? 


che di ur | 
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Esempio : 


B=My tal 


+8+38+3=1 19 4pyso 


Angolo-rettangolo del quale 8 è l’ ipote- | 
Nnusa ‘e 6 l’altro cateto, a 
Per un numero dispari qualsiasi @m +1) si può dare un 

soluzione &enerale : 


2m +1=(m+1)?9-mt 
Si può costruire 


una scala 
Mò di ventaglio, co 


grafica delle radici quadrate a 
me vedegi 


Nella fig. 122, 


sono uguali alla sua radice qua- 
numero? (Leonardo da Pisa - Liber 
Abaci, 1202). 


b 
R k 
a tas 
Fig. 123 
Sia ab il numero dato, at l’unità 


Tettangolo abdt su ab 


— 177 - 


e sottraendo da ambo i membri il rettangolo comune aett: 


ri 


rettang. ti ks — rettang. edbdi 


da cui: 
AI 


pr tixki=eixdi 
Ossia : 


se ei 
A di. ki 
“a cui si deduce: 
ME ei tt _ ed ae “LEI 
_ U+di 7 ei+ri td T ek ab" ek 
ae _ 19 20 
ma 0” ione "I dunque ek= 9 
ti l’area del quadrato aek3 che rappresenta il numero cercato è: 
( 20 ) DE 
19) — 361 


A Come osserva Leonardo da Pisa, poichè, ab > ae si deve 
Avere d€>1 ossia az > at e quindi £ si trova fra a e 3. 


LI — Trocare tre numeri tali che la somma dei primi due 
«| B/a 50, quella dei due ultimi 70, e quella del primo col- 
È l’ultimo 60 (Benedetti, Speculationes diverse, 1585). 


. Sia ABC il trian- 
_ 80lo di jati 90, 70 e 60; 
Se si traccia il circolo 
iscritto in esso, le di- 
— Stanze dai vertici ai 
Punti di contatto rap- 
Ri Presenteranno i nu- 
5 Meri cercati CY, 3. 
Si vede Subito che; 


| ®®=ABYAC- BC 


sen n__, 


2 Fig. 124. 
v= - Rallivi- pre PRI. paso = 40 


RSI. — Matem. dilett. 
7 9 


ja ; aa” 
e one " Lu a e i: 


"epr 
; 


È % sa 178 = 
Ì I gitanti in imbarazzo, — 


Due coppie di sposi (coppia A e coppia B) devono1 
casa distante 63 km. per una strada, rettilin 
spongono che d’un’automobile capace di due soli 
tori oltre il conduttore. Decidono pertanto che la coppia; 
procederà a piedi a 4 km. l'ora mentre l'automobile tra 
sporterà la coppia B, a 30 km. l’ora, sino ad un certo pi 
to C d’onde detta coppia proseguirà a piedi a 4 km. 
mentre l'automobile tornerà indietro e, raggiunta 
pia A la trasporterà a destinazione, con la solrta veloci 
oraria di 30 km. Si tratta di trovare a quale distanzudi 
punto di partenza doerà retrocedere l'automobile affinc 
le due coppie possano arricare a destino insieme. 

Sia 0Q= 63 km. S il punto di retrocessione dell’au 
ed R quello in cui raggiunge la coppia A. È evidente 

problema sarà risolto se OR = SQ (fig. 125). 


Dio RR À S 


Fig. 125. . 


Il tempo impiègato da A a percorrere la distanza 


sarà sa nello stesso tempo l’automobile dovra P 


lo spazio OS+ SR=9 +21, per cui essa vi impiù 
tempo espresso da Ried. 


30 
Avremo dunque l’equazione : 
9 _9+24 
KE 30 


e l’altra: 


290 +Ai= 63 
dalle quali P=12 e i=51 


Ma possiamo risolvere il problema grafica 
Misuriamo orizzontalmente il tempo, verticalm 
Sarà XC il grafico dell’automobile, XD quello @ 
È Evidentemente, si tratterà di costrurre un par 
E Cui XC, XD sono le posizioni di due lati e la 

quale dovrà trovarsi il vertice opposto ad X. 

punto C, qualunque di XC conduciamo ls retta 
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itorno dell'automobile se retrocedesse da C, . Preso il epica A 
dio O, di C, D, e condotta la X O; si avrà il vertice M si 2 
to, nel punto suo d’incontro con la KM. Costruito il pa n 


k 


Ai 


ci 
n: 
n î 


M 


| Fig. 126. 


De 
togramma, sarà Cil 


punto dal quale }” 
#2 il suo grafico di ritorno e Dil 
fonde xQ— km. 12 


automobile retrocederà, 


punto d’incontro coi gitanti A, — 
XP=km. 51 ecc. | 


Il problema dei corrieri. 


- aria 6 km. sarà la retta A. B.. I due corrieri sì” vi £ 

‘ntreranno secondo ] Contro M dei loro grafici, cioè dopo 

>» Partenza del primo e a 12 km. e 
(1). 


dal punto di partenza: 


Pure una vettura che parta da ina località È 
Si dal punto di partenza del corriere /, e proc le E 
8Ù esso contrario con velocità oraria di km. 8, il suo” 

CI — Rialto, melbtbotioe GEE | n La 


Ù ASA % CRE MS dci 
MESSI ME 
Ate cè MPS © 


Il punto d'incontro con A. B, (grafico del corriere. 
SPonde a poco meno di ore 1° e a poco più di ke 
calcolo 10.43 Minuti, e km. 4, 


286). 


ALGEBRA 


» 


nilig 


ire 


I er EA : 
VEDETE TIA l  VRASIIIM AO I LI à 


L’EQUAZIONE DI FERMAT 


—_—_ — 


Un po’ di storia. 


" L'equazione 0" + y" = 3% è famosa (1) per l’affermazione di 
Fermat di avere trovato la dimostrazione che non si puo risol. 
» i xyezsen è un numero intero 


giore di 2; affermazione che tuito porta a ritenere fon- 
» Sebbene nulla si sia t 


Povato nei manoscritti del Fermat 
QI tale dimostrazione. 


Lo stesso Fermat dimostrò il suo teorema 


per n=3 e per 
(34 ma, questa sola rimase, 


mentre la prima andò per- 
ro in forma ìdentica a quella 
; ma fu dimostrato che tale metodo 


deste frazioni si 
SUONI dei lisultati 


i Scienze di Gotti n 
lire) per chj troverà una im dispone d 1 


SIRIO 


Ì 
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Triangoli rettangoli in numeri interi. | È 


Le soluzioni intere dell’equazione a? + y* = 3° corrispondoni 
ai lati di triangoli rettangoli dei quali 3 sarebbe l’ipoter 
I. — La soluzione più semplice, coi numeri 3,4 e 5 era no 
agli egiziani. Frenicle stabili che uno dei cateti è sempre 


Numero pari; da cio segue che tutti i triangoli del genere sì 
dati dalle formole (Euclide): 


c= kx -kpr y=2kaB a=ka+k8 

II. — Un anonimo Arabo trovò che l’ipotenusa è sei 
un multiplo di 12 aumentato di 1 o di 5, 3 
III. — Dall’essere sempre un cateto un multiplo di 3 e l'al 
di 4, segue che la superficie é sempre un multiplo di 6. Ino 
uno dei lati è multiplo di 5 e la somma o la differenza dell 
teti è un multiplo di 8 aumentato o diminuito di 1 (Frenie 
IV.— Il prodotto & Y 3 dev’essere sempre un multiplo di 
V. — Se nell’ equazione ®® + y* = a? poniamo la ca 
a? —1 


zione #=y +1, avremo y= epperciò & dispari. 


2 
Esempii: 
94 #= sr 59+ 129= 18! 
79 + 2i — 259 9+ 400= di? 
13? + 843 — gs? 172 + 1443 = 1453 


37° + 68:2 = 6882 
Si può notare che: 


3=445 0 53=4124 413 78= 24435 


. 
“ S . e .0 @ «RESTO 


Se poniamo le condizioni 3=yY+2 e y dispari, ia 
" x°=4(Y +1) - 

Dovrà quindi essere (y +1) un quadrato perfetto, cio? 4 
Y=3-15- 35-63 - 99-163- +0 i 


ed @ sarà sempre pari ed =? Vai. 
SZ I 


(1) V. N. Annales de Mathématiques, 1842 - pag. 184. 


PS 3 
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empii : 
: PI 39=0 31 8? + 153= 17? 
123 + 35° — 37? 16° + 63° = 65? 


i A Le e e E, 


60% + 899*= 901? 


92? + 215 — 2417? 
în questo caso abbiamo : 


"=445  58=8417 73=12+37 


don: 
3=y+3 3=YH+4 s=y 
246 3=Y+7 
Ficade ancora nei tipi Precedenti, 
= 1+3 si trova 4 +4) per cui 4+y dev'es- 
UN Quadrato perfetto. 


ssempii 

20" + 21 09 28° + 4539= 592 

88 + 773- gra 4° + 1172 = 4952 

S2' + 165° = 1733 80 + 221? — 999s 
88% + 2852 — 2991 


rOssiamo Notare che: 


"=204920 =28458 


«LELLA e 
Bempi; : 2=99+27) 
33" + 562 65? 
39” + 80° — 89 
9 + 140% — 44ga 


=+#=5 © Byssnim 


Le soluzioni, non riducibili, di a? + y =" xi ) 
sono ottenere in questo modo: i: 


da 


pri. D=BX8+4x15=84 y= 8518 i 
5 843 + 13° — g5? VE 


i che già conoscevamo (13° + 84° — 859): 

+ = 3X15+4x8=77 v=V88-7m: 

3 772 + 36% = 851 È 

essa pure già trovata (36° + 77? = 859), 

% Altro esempio di questo genere: 

È 0° + y° = 13x29 = 377° 
5° 4 12° — 43? .20? + 219 = 297 

i ao=5- 20412. 219880 

= y ==4395 352? + 135? = 377? 


a=5- 21412 - 20=345 
y=152 345% + 1522 = 3773 


VII. — Poniamo la condizione che @, ad es., sia dis 
| somma dei numeri dispari dall'1 all’w° è data da; 


i : 0° + 1) 
; ( 2 ) 
dt + : il numero d’ordine del numero dispari d 


È 


essendo 
a siderato. I numeri dispari che precedono @? sono: 


D+ 1 ct —- 1 
> — 1 ossia 7 


e la loro somma è data da: 


i ca 487 "> 
te) 
Si può dunque scrivere l’ identità: 


E DA? o-i\___ 
î 2 ) a ( 2 I 
Nella quale ponendo, in luogo di @, un numero dispari si avrà 


una soluzione del problema proposto. Così per 0=7: 
sii 
d: 259 — 24=7*? ossia 7°+24°=25? 


VII. — Osserviamo che: 

(m* + n?) = m'+n'‘+2m?*n3=(m*'— n?) +(2mn) 
z ‘&vremo dunque l'uguaglianza: 
# (m° + n)) = (m° —n°f+@mn) 


_m quale sostituendo ad m e n dei valori qualsiasi, si otter- 
° ranno valori di , y e 3 soddisfacenti al problema. 
Facciamo ad esempio mn=5,n=2. Sostituendo: 


(50 +2)°= (59-29 +@ 5-2) 


| ossia: 
d- 29° = 2Î1 + 20* 


dA etero 


PROBLEMA SUI NUMERI 


—— 


Quale è il più grande fra i numeri: 
Va Vs Va Vs. | 
Soluzione. — Consideriamo due termini qualunque dellas gi 


Vac ai 


e per paragonarli riduciamoli al medesimo indice: 


n (241) 
Vv 


«ira 
nr+1 nin V(n+1)" 
Si possono paragonare le quantità sotto radicale dopo averle 


divise per n” e si hanno due numeri n éd (i +4). SI 


(al A. 


< Ra 


inoltre si ‘Sa i risultati: 


ci eee «Sale Pon 

2<(1+-4 7) 2+; att: a 3+ 
DÌ 
Ciò posto, osserviamo che per n = 2 la seconda radice Vai i 
maggiore della prima V2: per n =8 si ha: 


> (a) 
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unque la prima radice o V3 è maggiore della seconda 0 V 4; 


f n>3la prima è sempre più grande della seguente; si ha 
iunque: 


Vasvis vistosa 


13 4 3 pa DI . . PALI 
ter cui V3 è il termine più grande della serie. 


Un torneo matematico. 


3 Trovare un numero quadrato che, aumentato o dimi- 
nuto di 5, dia sempre un numero quadrato. 


* Proposito di questo problema ricorderemo un aneddoto 
ativo a Leonardo da Pisa. Era così grande la fama di questo 
tematico che nel 1225 l’imperatore Federico Il si fermò a 
È A per presiedere una specie di torneo matematico nel quale 
i talento di Leonardo doveva esseré messo alla prova. 

I competitori erano stati informati prima dei temi, alcuni dei 

(Quali erano dovuti a Giovanni da Palermo, matematico della 
morte di Federico. È questo il primo esempio storico di queste 
Side che divennero poi tanto comuni nel XVI e XVII secolo. 

Il problema di cui qui sì tratta era il primo proposto a Leo- 

mMardo (1), il quale rispose a Giovanni da Palermo che il nu- 

«Mero quadrato è: 


+ dai (4) 


I 


È Infatti: 


AL\® 49 \3 HM \ 31 \3 
CH) +5= (48) Ù a) maini: Cad 
Questo problema si potrebbe pure enunciare in altri modi, 
| per esempio, così: 


Ml. 7rocare due quadrati tali che la loro somma sia îl 
doppio d’un quadrato, e la loro differenza sia 10. 


(1) Vedasi più oltre il terzo di tali temi. 
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Infatti nel tisi: 
Po caso sopra indicato le. 
a'+5= mt 

dalle quali si ricava: 


m'+n?=2 a! e 


Sia N? il numero cercato, & il numero formato dall 
prime due cifre ed y quello formato dalle sue ultim 
Si avrà: 

N'=10+y=(2+y) 
quindi : 


N=@&+y NIN-1)=%9%@ . 


Il prodotto dei due numeri consecutivi N ed N —f est 
divisibile per 99 = {{ X 9, uno di essi due numeri Lg 
divisibile per 9 o per 11. 


Essendo d’altronde N? compreso fra 1000 e 10000, N od N- 
è compreso fra 30 e 100. Ad un multiplo di 9 compreso 
€ 100 basta dunque unire un multiplo di 11 che gli sia co 
cutivo e sia compreso fra gli stessi limiti (eccetto che 
Ora, la serie dei multipli di 9 é i 


x 36 - 45 - 54 - 63 - 72-81 - 99 
e quella dei multipli di 11 è : 
33 - 44 — 55 - 66-77 - 88 - 99 


Dall'esame di tali due serie risulta che i numeri de.tl 
sono: 


“28 

4 e 45 54 e 55 È i 

Dunque non si possono assumere per N che i valori: E: 
45 — 55 - 99 ge 


i cui quadrati sOnO : “a 
2025 - 8025 - 9801 Se 


E tali sono le sole soluzioni che ammette fl problema. | 


= DE a 


f» — Trovare un numer$ di 2 cifre, tale, che scrivendoto due 


volte di seguito e scrivendo poi la cifra 1, si formi un nu- 
mero di 5 cifre quadrato perfetto, 


iano u la cifra delle unità e d quella delle decine, del nu- 


du duil=y" ossia du X1000 + duX410+1=y? 


Si deduce da tale equazione : 


du X1010+1= y* 
du XAN X10=y"-1=(Y+1) (4 — 1) 


Il fattore primo 


101 deve dividere uno dei fattori del secondo 
Membro, cioè: 


Y+1=1{0ta da cui y=1i0a-1 


| Siccome y? ha cinque cifre, si ha: 


100.= y < 317 


quindi x non Può avere altri valori che 4; 2} & 

Abbiamo Poi che y* termina con la cifra i, perciò y deve 
Ferminare con 1ocon9e non sono ammissibili le ipotesi di 
#=1083. Rimane'& =? che dà y=201il cuî quadrato è 40401. 


du = 40 u=0 dz4 


È facile Vedere che nessun valore di « soddisfa al problema 
Quando si suppone y—t1={0% ca, 


V.-7 Focare quattro numeri interi, tali, che la loro somma 
- sia uguole alla somma ottenuta aggiungendo al prodotto 
del maggiore per il minore, il prodotto degli altri due. 


| Siano i quattro numeri, per ordine crescente di grandezza 
+0, a+y ed a+ 3 sarà: 


È 19+0+y+3=a(0+2)+(a+2)(a+y) 
ossia : 
Ù 2a(4—2)+(a-1)(0+y+3)+27=0 


Per a=2 il primo membro è > 0. 


pra * 


TOTO IT 


— i + << 
Dunque a=1 6 l’equazione si riduce ad 2y= 
C=1 ed U=2. 


L’equazione essendo indipendente da 2, 
lore di 3 Può eg 


Sere scelto ad arbitrio; I numeri cercati 
dunque 1,2,3ed1 più un numero indeterminato. sì: 


VI. — Determinare un pamero di 10 cifre tale, che'îl si 
drato termini con le stesse 10 cifre, nello stesso 0 
Indicando con N Îl numero cercato si dovrà avere: È 

N°-—N=p. qs ossia, N(N—1)=p- 10 3g 
Qualora p sia un numero primo n 


on si può fare che l’ 
N=Pb con N-1= {0 
da cui: 
N = 10000009001 


che costituisce una Prima soluzione. 
Quando P no 


A scompi 
N sia primo, esso potrà sempre essere 
in due fattori m ea n, nel qual caso si ha: 


N(IN-1)=mnst0, gu 


=m . zio con N-1=n +20 
ossia : 


Mm gb of N-1=n. 50 


Nella prima ipotesi abbiamo: 


m d0 n > 20 — 4 
da cui: 


ed ne a +8 
allora : 

N=841 . 510 _ gy X 9765625 = 8212890625 
Nella seconda ipotesi : 


mo 210 n, 510 = { ed m=174522% 
da cui: 


N=1745224 X 1024 = 


1787109376 


Nota. — Siccome tutte le potenze dei numeri che terminano 
gon N sono di questa forma : 


(10° 4 N)P 
Siccome si ha : 


(101° @ + N)? = NP (mod. 1039; 


, 


° he deduce questo teorema generale: 

Tutte le potenze dei numeri terminanti coll’uno 0 coll’altro 
gruppi di 10 cifre 8212890625 - 1787109376, terminano con 
este medesime cifre disposte nello stesso ordine. 


a *— Qual’è il più piccolo numero intero che sia uguale a 


il prodotto delle proprie cifre? 


— Saranno almeno due le cifre del numero cercato, e rappre- 
Sentandole con d ed u si avrà: 


sà u 
10d+u=4du aa cui d=Tr=@ 


Il minor valore di & sarà dunque 3. Si ha poi : 
u>di4u_-10 da cui 3u=10 


Ossia il maggior valore di u è 3, epperò si ha necessariamente 
U=3e se ne deduce per d il valore + che non è ammissi- 


bile. Segue da ciò che il numero cercato ha più di due cifre. 
| Avremo dunque: 


; 10d+u 
3 100 c+10d+u=4edu da cui °= Taa =100 


_ Il numeratore sarà, al massimo, 100; si ha perciò: 
4idu—10=10d+uw<4100 da cui du<50 


Ma essendo 4 du > 100 si ha pure du> 25; per conseguenza 
du è compreso fra 25 e 50. Si ha poi che 10d+u è divisibile 
per 4du — 100 e quindi per 4; ne Segue che i soli valori am- 
missibili per u sono 2, 4, 6 ed 8. 

A tali valori corrispondono 


per d ì valori superiori 24, 12, 8, 6 
e quelli inferiori 13, 7, 5 e 4. 


13 — Gurrsi. — Matem. dilett. 


(B) peru=5,q » » 
(C) peru=8, q » » 


Esaminiamo tali ipotesi : 
(A) mi è du tegl 


I numeri 74 e 94 non sono divisibili per 4; non si può are 
Che d = 8 da cui c=3 e perciò N = 384, 


(B) Umb6 è du: 007.9 


I numeri 65 e 86 non sono divisibili per 4; non può essert 
cChed=507 per cui: 


Ti #0 E 
d=5 Cui e per d= 5% s 
(€) u=8 dd 
Si può assumere d=40 6 per cui: 
12 7 
d=4 0 es 1° e per d= 9? 


7 


a eros È 
Dunque l’unica soluzione del problema è data dal num 


ortosn Di 
VII, — Trovare tutti i numeri quadrati perfetti for 
quattro cifre pari. i 


+ a in un 
Ogni quadrato Perfetto, di 4 cifre pari, è compreso 
dei quattro intervalli: 


2000 a 3000 4000 a 5000 6000 a 7000 8000 a 900 


uno 
La radice, che éè un numero pari, non può trovarsi chel t | 
degli intervalli corrispondenti : 


Sia pari; tale condi 
porto precedente fo 


mr dunque necessariamente compresi fra 
i 1Quadrati dei 10 numeri seguenti : 


18-50 - 52 -68-70-78-80-82_ 90.99 


i Sperimentando sì trovano le quattro soluzioni: 


Sa PESO Pl 60 ag i 
namento analogo si può stabi 
O perfetto di 4 cifre dispari. 


Nota. — Con ragio 


ES lire che non 
| esiste alcun quadrat, 


MO — Quali sono i numeri 


interi e, Y € 3, che soddisfano 
all’eguaglianza # x3= 


a 
— +4? 
y +3? 


Soluzione. — Da questa eguaglianza si deduce - 


Poichè 3 deve essere intero, si deve avere y=muda cui 


i=m+f c=(m+1u 
Cosicché l’eguaglianza domandata sarà: 
u _(M+t)u 
na ME) mu +Mm+1) 
da cui le identità : 


- = 


7 ASSO sE RL NI” 
: aliuk ex 1a >°12= 7g +13. eco, 


assai curiose, a prima vista. 


w ansi " t- a 


ea n 


i mezzo di 
per la punta precisamente l’orlo in C, punto di me 
suo lato. Quale la Profondità dell'acqua? 


Poniamo OA = £; abbiamo poi: 
AB = AC = 0B=@+1=0C 


HM. — Un bambù. alto 10 piedi è rotto ad una pei dl | 
Raovvicinando la parte superiore verso ter. r “Ae di dalla È 
i suolo, il pertice del bambù gi trova a tre pi i 
base, A quale altezza si trova la rottura ? 


Rai del pre È 
La soluzione gi questo Problema, anche più ingenuo 
Cedente, è h- Piedi 4,55. 


Problemi Breci, 3 
i ; ra il ne È 
I. Policrate, tiranno di Samos, domanda a Pitago netà: 


i - la 
ma risponde che: È 
matematiche ; l’eterna Natura 


(1) Varii Problemi 
in Questo (A 


3 
ni 
i 


l'oggetto dei lavori a’ 
Silenzio e alla media 


una quarto; un.settimo si esercita ai 
zione; vi sono inoltre tre donne. 
i tratta di trovare un 


numero di cui la metà, aumentata di 
Quarto, d’un settimo 


ESS 
un e di 3 formi il numero Stesso, cioé : 
Tt7+:+3=% che dà .e—28 


Ichi sì bene te ore, quante ne sono tra- 


scorse da stamane, se restano due volte i due terzi delle 


ore trascorse 2 
"_ Inlatino: 


Did quota nunc hora 


est? Superest tantum ecce diei 
Quantum bis gemin 


i egacta de luce trientes. 
Essendo Presso gli antich 
| trascorse Più le ore da tra 


Che lestano a trase 


i la giornata divisa in 12 ore, le ore 
scorrere formeranno 12 ore. Quelle 


RA 
orrere valgono ta: di quelle trascorse. 


SIR 
Dunque ; 3 delle ore trascorse valgono 12, 
Ore trascorse : 


ha 
3 7 
Ossia, essendo « le ore trascorse: 
2 1 


cchio destro riempie la vasca, il mio 
, ela mia zampa in quattro gtorni. 
6 giorni allo zampillo della mia 
tti, de’ miei occhi, della mia gola e della 
ad un tempo, in quante ore riempiranno 
ta vasca ? 


€ ne dieder 
» e 8Ì trocaro 


Il numero totale possedute dalle tre Gra: 
dentemente un multi i 

Per 12 poiché dopo 
hanno lo stesso nu 


[And #4) se 
Q 
2, 
usi 
“ 
(©) 
A 
© 
5 
|>] 


sua vita per l'infanzia ; aggiunse un doa ni 
Perche le sue guance si coprissero della peluria deli cd 
lescenza ; inoltre per un settimo fece brillare Per wi 
fiamma d’Imene e dopo 5 anni di matrimonio gli di cui 
Aglio, ahimé 1 unico ed infelice bambino al quale la 
non permise di vedere 
Durante quattro anni 


lo studio delle cifre, Diofanto raggiunse alfine il cern 
della sua vita. 


tantem juvenic ; lanugine malas 
hinc Ccepit parte duodecima. 
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Septante uxori post hec sociatur, et anno 
Formosus quinto nascitur inde puer. 

Semissem eetatis postquam attigit ille paternae, 
Infelix subita morte peremptus obit. 

Quator eestater genitor lugere superstes 
Cogitur, hinc annos illius assequere. 


Ed ora, in misera prosa algebrica, la soluzione, del resto 
semplicissima, 
LC 
Ttp+£ +544=% = 84 


Un verso latino. 


«Il Gesuita Bernardo Bauhuis, nei suoi momenti di svago, si 
© occupato del problema seguente: /n guanti modi ta sin- 
tassi latina Permette di trasportare le parole di questo vero : 


Tot tibi sunt dotes, Virgo, quot sidera celo! 


In un suo libro il Bauhuis ne indica 1222. Il problema, del quale 
si Occuparono Pure Bernouilli ed altri, ammette, matematica- 
Mente, 40320 Permutazioni. ..... ma la grammatica, sia pure 
latina, non ci permette di stabilire, in modo preciso, se il nu- 
Mero 1222 dato dal Bauhuis sia Proprio da ritenersi asatto. 


Ecco, ad esempio, una delle trasposizioni indicate dal celebre 
gesuita : 


Sidera quot celo, tot sunt, Virgo, tibi dotes. 


SU tate numero sarebbe difficile mettere d’accordo i Gramma- 
tici, quand'anche Si volessero sottoporre al loro esame le 40,320 
Permutazioni, perché avessero a scegliere quelle accettabili. Le 
leggi grammaticali hanno dell’elasticità, incompatibile col ri- 
gorismo matematico, 

Anche la nostra lingua, del resto, permetterebbe un bel nu- 


mero di trasposizioni delle parole della traduzione letterale 
del verso: 


Tante sono le tue oirtù, Vergine, quante le stelle în cielo. 
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Problema... d’altri tempi! 


un 
Ficevono, tl primo 1000 lire all’anno con 
aumento an i li 


nuo di lire 99, Il secondo ha to stesso stipendio 
del Primo con aumento semestrale 


4 x 
ft 
vue 
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La scommessa. 


Un tale scommette l'ennesima parte del proprio avere sopra | 
un avvenimento a probabilità pari, come per es. il cadere «Î 
di testa o di croce d’una moneta lanciata in aria. Egli do 
| comincia sempre così, scommettendo ogni volta l’ennesin 
| parte di ciò che possiede. Supponendo che egli abbia ansi 
9 un ugual numero di volte la sorte facorevole 0 contraria, — 
| @erà avuto perdita 0 guadagno ? 


cla lisposta è facile: avrà perduto. 


E 


S) 


Il problema delle tre classi. 


Le tre classi sono composte rispettivamente di a, be c'allieni. | 
Se nella prima vi fossero 11 colte tanti allievi e 3 d’altri, 
nella seconda 9 volte tanti e 7 d’altrì, e nella terza 5 volte | 
tanti e 2 d’altri, ne avrebbero tutte lo stesso numero. 

È, Qual’è il numero degli allievi di ciascuna classe ? 


= 


Dall’equazione di condizione del problema; 


11a+3=9b047=5c+2 
Si ricavano i valori di a espressi per bd e e: 


90+4 aub473 


a pala 


I valori interi di d e e che danno valori interî di a sono: 


9, comune a queste due Progressioni, e ad esso 
corrispondono ì 


e i N 119 - 164. 209 . 254 
Per d dalla Progressione : 


+35 - 90. 145 . 200 * 255 - 310 
la cui lagione è DX, 
er c dalla Progressione : 


+64. 163 *262 - 361 * 460 - 

la cui Pagione è 9x1. iliti nel 

Le ragioni 5, 9, 11 sono appunto j moltiplicatori stabiliti ne 
Problema. 


gli 10 monete da 
A dopo soli 7 mesi lo li- 
onete da 20 lire. Qual'è 


u Padrone deve, 


dop 
del Valore 


7 
O i7 mesi, i delle 40 monete e it 


del Mantello, 


Sin? 


I barili di vino e le gabelle. sean 


| Due negozianti di vino entrano in città, uno con 64 barili e 

l’altro con 20, dello stesso prezzo. Siccome non hanno ino- TE 
| netaa sufficienza per pagare la gabella, il primo paga 
|_ son 5 barili e aggiunge 40 lire, l’altro con due barili e riceve | +» 
40 lire di resto. Qual'è il prezzo del barile e quanto paga ù mR. 
di gabella ® tt 


= D 
A L _ 


È facile mettere il problema in equazione; indicando con v 
| Îl prezzo del barile e con y il dazio, si ha: 


59y=50+40 184y=22— 40 
| da cui: i 


e = 110 lire e y = 10 lire 


Il mercante alla fiera. 


Un mercante ca ad una fiera e riesce a raddoppiarvi il pros. x 
prio capitale e vi spende 5 ; ad una seconda fiera triplica 
il suo avere e spende 9; ad una terza poi quadruplica it. © 


suo denaro e spende 12, Dopo ciò gli è rimasto 8. Quante “ri 
unità aveva in principio il nostro mercante? SR 
Soluzione. Aveva 4 unità e + . È x; 


Il muratore pigro. 


Un muratore ha pattuito di fare un certo lavoro a condizione | | 
di ricevere 5 lire al giorno quando lavora e di perderne 7. — 
quando non lacora. Dopo 48 giorni il lavoro era finito ma sa nc 
il muratore poco laborioso non percepì alcuna mercede: ee 
Quanti giorni di riposo si è egli concesso? 


La soluzione è facilissima : 
ty = 48 50=7y p=28 _y=20 
Le. giornate di riposo furono dunque 20. 
2, dae ra '< 


TETE I 
SS 


P ore se tutti gli operai comi 
lavorare alla medesima ora, Ma essi giungono 
YNcina uno dopo l’altro e ad intervalli uguali. Il 


Se # PApPpresenta il lavoro fatto in un’ora, 
sarà espresso da: 

14 +0+3)4 (y +22)4.. 

ma questo Stesso lavoro e 


eva, 


Confrontando con (1) se 


i ATTI ER Dar, 


mana. Facendo la distribuzione si trova che lo sciame di 

minuisce d’un tacchino per settimana e che per conse-* 
guenza il grano dura il doppio. Quante misure di grano — 
erano state preparate e quanto tempo ha durato BL 


Sia x il numero delle misure cercate ed y il numero dell 
| Settimane che deve durare il grano. Si ha: Poste 


e 
Write ussia c=nyY n. 
Ma il numero di misure distribuite nella {4-98 @a aida pra > 
settimana è rappresentato da: SE 
n n_1 n_-2.... n-pti-... 
| © così fino alla 2 y" settimana. Ne segue che: «TSI 
n 
ntMn—-1)+(n—-2)+---+(n—p+1)+-- ‘+(n—-29+9)=@a 


e” 


@n+t-29) la 2n-24+i= Dan 
da cui : “<a 


y= Ni sicché iI 


e 2y=n+1 neo 


L’aranceto. 


Un uomo penetrò in un orto nel quale erano tre giardinj e 
pi fece provvista di arance. Ma per uscirne dodette darne “A 
al primo guardiano la metà più due, al secondo la metà — ; 
di quelle che gli rimanevano. più due e poi al terzo pure ; 
la metà di quelle rimastegli più due. In tal modo nono 
riuscì a conservare per sé che una sola melarancia. Quante — 
ne aveva egli colte? 


Essendo @ il numero delle arance richiesto, il primo guar- È 


diano ne riceve a +2 e il primo resto è quindi S — 2; il se- 


| condo ne riceve + ur aa e È +1 epperò il secondo resto è ì: 
5_2- <P “ | 3: e così si trova che il terzo resto è 


Dv Li fe) Es Aa 
gag ida ciò 6 =1 donde @ 36. 
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Il costo dell’anello. 
Un anello d’oro pesa 5 grammi con un granato incasti i 
Il valore dell'oro è di 4 lire per gramma e quello del gra- 
nato di 10 lire Per gramma. I costo dell’anello con ta nma 

è di 24 lire, Determirare il Peso dell’oro e del granato, 
La soluzione, facilissima, dà 4 i, 


asi 


#_Per l’oro e d-pel granato, 


Non è assoluta 
cogni 


» Ossia si pos= | 


delle in te in funzione 


Sg e RE 
Infatti, moltiplicando la (1) per 5 ed aggiungendo la (3), siha: © 


si 


3+u= 205 


Moltiplicando i due membri della (2) per 6 ed aggiungendovi 
la (4), si ha; 


u+a=1%0 w 


= 


Moltiplicando i due membri della (3) per 3 ed aggiungendovi ; “i 
la-(1), si ottiene: b: 


LCty= 215 ed infine Y+3=230 Sfera 


; < sE 
Addizionando membro a membro queste quattro ultime equa- 
zioni risulta: 


L+ty+a+u= 420 
y=230— 3 = 205 — 3 e=3--15 2=+ 


I tre soci. 


Tre individui hanno in comune una somma incognita s; la c* 
1 
3 


quella del terzo ed s. Volendo depositare questa somma 


parte del primo è 4-s, quella del secondo --s, e quindi 


in luogo più sicuro ne prelevano, a caso, ciascuno una 
parte e cioé: il primo x e ne deposita 3- x; il secondo y 


e ne deposita 4-y e il terzo z e ne deposita + Z; cosic- 


chè la somma che rimane depositata è +*+3v+} xi 


quando poi i tre soci vanno a ritirare questo deposito non i 
hanno che a prenderne ciascuno la terza parte per ria- È 
pere ciascuno quello che gli spetta. Si tratta di trovare i 
numeri x, y, e Z. 


Indichiamo con u la terza parte della somma depositata, cioé : 


ot(pertatti) ( 


Vak n Ci 
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Per il primo avremo; 


+= Lea 


Pel secondo : 


€ Pel terzo: 


da cui sì ricava : 


1 6 
£ &ddizionando: 


tn di da cui 78=47% Jai 

Questo Problema, indeterminato, è il terzo di quelli gin 
da Giovanni da Palermo a Leonardo da Pisa (1). Leonar. Be 
Nendo «= 7 Ottenne ; 


Y= 13 a=1 
Essendo ba 


"7 “ basta dare 8d w valori uguali a 7 mol= 5 
tiplicato Per 6 (0 per un suo multiplo) Per avere nella soluzione 
tutti numeri interi, come y 


edesi ne] Seguente prospetto: 


se e. 


L’acqua e il vino. — La 


Due recipienti A e B contengono rispettivamente a litri di 

vino e b d'acqua. Si prelevano e litri dal vaso Aesisosti- 
| tuiscono con acqua. Si prelevano parimenti da B, c litri —. 
È e si sostituiscono con i c litri tolti da A. Si ripete n volte — 
o tale operazione. Si vuol sapere quanto vino contiene il se- a 
condo vaso B dopo queste n operazioni. ae. 


Siano gi, Gr, a» - 


* * An le quantità di vino contenute hag: "È 
vaso B dopo 1, 2,3. dr 


‘ * . n Operazîoni, Se si pone: 


(1-9) 


Il 
v 
(ce) 
n 
_ 
| 
"* 
Il 
DS 


si trova : a 
p_q prg peo ; 
= e e | 
di —q da e P—q da e pP_9q 
A a; cis S 
p"— q” 5[(f=} =] ] 
Un=€@ = 
a 
Se a=b 


I battimazza. 


Due fabbri A e B cominciano nello stesso istante a battere il si 
Pezzo sull’incudine; A batte 12 colpi in 7 minuti e B 17 im 

È: 9 minuti. Quali saranno i colpt che più si avvicineranno | © 
| fe 


Ce 


alla coincidenza nella prima mezz'ora di lavoro? 


I tempi trascorsi, per l’uno e per l’altro fabbro, dall’ inizio — È 


fino ad un colpo & di A che supponiamo coincidente con uno ssa 
di B, saranno uguali a: 


rc ox-P-=yx AL ossia - ci. n 


14 — GuUerai, — 
n ha 


Disk 


Ora: 


119 ne 
Più all’ultima 1 2185 DES 
è la più PFossima. Ma A non può 


fo) 
come valore dis » 
i ’undice- — 
vale a dire che durante la Prima mezz'ora di lavoro l’undi 
SIMO colpo 4 e il decimo di B sono 
Cidenza, 


i più prossimi alla coin- w 


I rintocchi delle campane. (a 
Tre campane cominciarono a suonare nello stesso cl È 
loro rintocchi si ripeténo ad intervalli uguali PS Ù 
mente di 2511 per to, Prima, 29 per (a sesplali e 33" per se 
la terza. La prima cessa di onare dopo meno di mez» 3 
continuano a suonare rispet- 
8 e 21 secondi, poi 
Per quanto tempo mess 
Se 25 té; ro dei secondi durante i quali la prime: casali 
Pana ha suonato essa avrà dato (z + 1) rintocchi, La seconda È: 
ne avrà dati: ; 


e8.,, 
e la terza. 


(+ 25 Di 21 
La (1) e la (2) si Possono 


290 — 18 
d’onde gi ricava p° 


gii di 


Scrivere : 


=25£ 33 y 


—21=25 t 
equazione indeterm 


inata - 
34 -295-3 
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Da essa sl deduce: 


a=33m—% y=29m_-2t 
Poichè 25 £ < 1800", 


dunque non si posson 
Per: 


si ha 2<62 e per conseguenza m <3;° 
O fare altre ipotesi, che m=4 od ma 2. 


mz=1 e=9 y=8 
mz2 L= 4 y=37 
Si ha pure: 


290 —18=25£ 


Per ®=9 il valore di té non è intero, e per 0=4siha = #8; 


dunque i tre valori: 
t= 48 c= 42 y=37 


soddisfano alle condizioni proposte. Sicché la prima campana 28 
cessa di suonare dopo 48 x 25= 1200" e le tre campane hanno 
suonato rispettivamente 49, 43 a 38 rintocchi. 


Le tre mogli. 


Il numero degli oggetti acquistati da uno degli uomini sia @, — 
ed y quello degli oggetti acquistati da sua moglie : x 


2'— y"= 63=(0+y)(0— y)= 63 -1=21.3=9.7 
Si può dunque porre: 


Ck+y=63 od Cky=21 o 


D+y=9 
e-y=1 od @&—y=3 (o) 


B-yYa=7 
da cui si deducono queste soluzioni : 


= 82 o =1 o @&=38 
Y=31 o. =9 IRE e 


ie i 
"2 IVREA RA IE RS 


. * da ciò = 
oggetti: Tizio 32, Medea 9, Caio 12 ed Aida 1, Segue 


; l’altra 
che la soluzione & — 3,y=3I concerne Tizio ed Ebe; 
: C=12,y=9 concerne Caio e Mede 


liguarda Sempronio e Aida, e tali 


ste encore Phumble moitié, 
un ceuf: il eut done l’avantage 
- Dans cet heureua partage, 
Qui Parait singulier, combien en avait-il 2 
U lesprit assez sSUDtil, 
8 Moitiéz a chaque jeune Ale 
Tot Sans eri casser un seul, ni 8°échauffer la bile@ 


i î Più nulla; funque Te : 
Mezzo uovo PaPpresenta Cio che gli resta dopo aver distribui 
alla terza azza. Questa egli ha dato la metà del suo 
Secondo resto ij quale è dunque ne i 


° alla seconda ragazza È 
esto, più mezzo “uovo. Dunque, se egli we 
in più, gli Sarebbe rimasto un 


- Con Tagionam 
he il Cuoco po a 


Ssedeva in ori 


Problemi sull’orologio. 


I. — Un orologio ha tre sfere montate sul medesimo asse, per 
le ore, i minuti e i secondi. È possibile che a un dato — 
istante queste tre sfere abbiano la toro estremità ai 0er- 
tici d’un triangolo equilatero ? re 


Se le tre sfere potessero avere la posizione indicata sareb- © 


bero distanti l'una dall’altra di 20 divisioni del quadrante. SE 
Dunque, se in tale istante la sfera H7 (ore) segna $ divisione a 
partire dal XII, l'estremità della sfe 


ra M (minuti) sarà sulla 
divisione 9 + 20 e quella s (secondi) sulla divisione #+40; 0, in- 
versamente, s sarà sulla divisione ? + 20 ed M sulla P +40. 
È facile vedere l’in 


possibilità di questi due casi. Si avrebbe — * 
înfatti nel primo caso: SE 


60n+9+20=129 e 60n'+9+40=7209 
ossia : 


6n+2 11 3n+1 À Ù 
SAI4E 9 = Fra 118n'+2)=719Bn+1) a pr 
ma essendo: Pu 
11=39+2 e 719=39/ +2 


la relazione Precedente condurrebbe a quest’altra : 


e: ia 
or (a+ 2) (82/+2)=(39/+2)(3n+1) (6° ne 
a: : 
i @4+2)@n'+2)= Mult. di 3+1 25 
i ni 
d'+2)(3n +1)= Mult, di 3+ 2 Bc 
Dunque la relazione (1) è impossibile. Si avrebbe del pari nel — è 
secondo c pa. 
s S0n'+9+20=7209 da cui 60r2/+20=7199 è 
Mertrtoztso dale al += 
Si ha dunque ia relazione impossibile : Sa i 4 
8n+2 at See 


Le hi 
4 


3n'+1 © 719 


"SS 4 * ai Sfa ciare PIO CVS, Cp 


<= 208 = 


M. — Quali sono le ore alle quali si possono scambiare pa: 
loro te sfere delle ore e dei minuti în modo che la hp ù 
Posizione si per il movimento proprio A 
l’orologio ? 


Indichiamo co 
sizione delle sf; 
cosicché il giro 


; se il numerog | 
indic s avremo: 5A 
L@=y4k. (9) 3 
Posizione risultante dallo scambio delle sfere 
d un’ora Possibile, devesi dunque avere: 
2y=% +k.1t2 


Affinché la 
corrisponda a 


@) 


ossia 182=%k.412 
da cui 
12 k (3) 
ea 

Volendo Ottenere tutte le ore richieste dal problema pi 

are Successivamente a Kivalorio RESTO. 142, dopo 
che si ricadrà sulle Soluzioni già ottenute, 

Questa soluzione Comprende, in Particolare, le ore di so0rAA 
Posizione delle Sfere, Ottenute attribuendo & X gli undici valori: 

0-13. 26 — 39 


Quanto agli altri 132 lisultati, essi si c 
e i valori associati di & 
si ha; 


O #' e ke! sono tali che 
k = 12 kt (mod. 143) 
d'onde Feciprocamente . 
K'! = 42/7 (Mod. 143) 
Per esempio a ki = 34 corrisponderà Ret = 199 Questi due va- 
inno ispettivamente Per &, facendo a 
ti: 


conversione delle 


38 
108 14m ma 
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Quindi se un orologio segna le 2% 51m li e se in tale istante 


| S'immaginano scambiate le Sfere; esso segnerà le 10> {14m 7 
La soluzione del problema dipende dalla relazione (3) la quale 
evidentemente è quella che farebbe conoscere le ore che cor- dal 
Fisponderebbero sul quadrante all'incontro della sfera delle 0 
ore con un’altra sfera moventesi con velocità 144 volte mag- b 
giore corrispondente a 12 volte quella della sfera dei minuti, © 


HI. — Viene osservata l'ora indicata da una pendola, fra le 4 
€ le 5, poi fra le 7 e le8 ; st constata che nell'intervallo tra. 
le due osservazioni, le due sfere hanno scambiato le rispet- 3 
tive posizioni. Dimostrare che a ciascuna osservazione le 
sfere erano ugualmente inclinate rispetto alla verticale. 


Siano a e ò le distanze i 
graduata, dalle estremità 
Osservazione sono (30 + a) 


n minuti, contate sulla circonferenza ì ‘ORE 
delle sfere alla verticale. Alla prima : 
minuti dopo le 4. La sfera delle ore 
percorre + di tale distanza e: 


b=10— Dia 


1 da cui 1260+a=90 


Alla seconda osservazione sono (30 — 6) minuti dopo le 7; la 


sfera delle ore ha percorso -30 # ci divisioni : 


a=5+ 000 12a+b5=% 


dunque a = b. 


IV. — Che ora è 
e le Ile fac, 


Lo spazio an 


quando la sfera delle ore si trova tra le IH 
on quella dei minuti angolo di 60% è 
Ta 0 golare tra due ore del quadrante è di 30° e quello 
Corrispondente ad un minuto, di 6° Alle II l’angolo delle Sfere 
_ © di 60°, Si avrà l’ora cercata quando la sfera dei minuti, dopo 
_ Taegiunta quella delle ore, l’avrà oltrepassata di 10 divisioni 
gr Sia @ il numero di tali divisioni che sarà percorso dalla 


210 — 
Sfera Piccola, tra le Il e i 


Nello stesso tempo dalla sfer, 
essere eg 


+10 ossia 20+ ®, per cui si 
l’equazione : È 


' i avrà Percorso 2{ 1; l’ora richiesta sg 
dunque 2a, 21/9/,,. 


€ a zero Quale é it guadagno legittimo 
del droghiere Per 100 lire? 


Di (+22) mPg= HH, 


MAE) _ 


2702) 
di Da (1) € (2) si deduce. 
* i-=(1+2) si 


Ecco ora un’altra soluzione del problema e il calcolo del © 
rapporto dei bracci del giogo della bilancia falsata. 2A 

Sia p il prezzo che il droghiere dovrebbe pagare per una tx 
certa quantità di merce se si servisse d’una bilancia esatt, 
e 9 il prezzo alla quale egli la rivenderebbe nelle stesse con- 
dizioni ; sia ì 


e ed il maggiore dei 
due bracci della bilancia falsata. SAR 


Pegi 


diventa: 


Si ha dunque: 


e ponendo > =#: 


1 2f 
È i = des @ 
DE: 100 


ossia ; 


100 = 100f* + {1 af 


dp 
Foghiere si serve della bilancia alterata nell i 
il suo beneficio diventa : sa 


Ma quando il d 
senso inverso, 


Per cui si ha: 


qf*=p firmano 


Sostituendo nella (1) f* con 3 sì ha l'equazione : nic DE 


113° + 1003 100—=0 


dalla quale. asd È 


da 
+ 
a 


SA 
sa Ii I sa 
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Se si ha: 

LA 11) 1-2 

1° "rn se ne deduce pcs = 
Si ha poi: 

f= do ia ci 0,95 

vai ka Ossia circa h °° 

Cosiechè il droghiere, servendosi d’ 
nel rapporto di 


una bilancia coi bracci 


19 a 20 accresce il proprio beneficio dell’ 11%» — 


I quattro mobili. 


in modo uniforme e con È 
geometrica, su quattro 
estremità sono situate SE 
. Essi partono nello stesso — 
U una stessa retta 6, giunti 


S P R 


equidistanti, le cui 


sono in linea retta per la 


bili si rit, corso da A, quando De: 
t ritrovano in linea rett i eni I 
la velocità dei quattro mobili, Q. Deter, inare 


P.. ce 


Br fi So i Di. 
Sia y la lunghezza comune delle 4 rette ed e,re,mo,ro “dl 
le velocità di A, B, C, D in centimetri per seeondo. Sire Di 
Il fatto che B, C, D si trovano in linea retta prima dei 3 mo- x 
bili A, B, C dimostra che le velocità di A, B, C, D vanno de- a - 
Crescendo, ed è chiaro che B, C, D saranno în linea retta per Pie 
la prima volta quando B e C si spostano ancora nel senso A M, di 
mentre D è al suo primo ritorno. i i: d 
Indicando con f il tempo (secondi) trascorso dalla partenza — i 
all'istante in cui B, C, D sono in linea retta. Le distanze dei 


tre mobili dai punti di partenza sono rispettivamente : i p 
tra tria 2y-tr a 
e si ha: "i 
trte-tre=(2y-tr*e)-trta ‘iS 
ossia: - È 
tra(r+2r-1)=2y (i gio 
Si troverà quando A, B, C sono in linea retta, cambiando £ È A 
AA, Do: 
In —-» Ottendosi così: “ss 
iD 
2ta (8 +2r —1)=2y (2) "a 
Dalle (1) e (2) si ricava r=2, ossia che le velocità di A, B, a 
C e D sono rispettivamente : sr 
TIRO 
® 2 do 8% <a 
«de 


Si vede che A, C, D avendo velocità proporzionali ad 1,4, 8,0 
588 si trovano una seconda volta in linea retta quando Cè sul. 
SUO primo ritorno da P,e Dsi dirige una seconda volta verso A. 

Indichiamo ora con 6 il tempo (secondi) trascorso dalla par- 


tenza fino a tale posizione di A; C, D. Le distanze di questi tre e 
Mobili dai punti di Partenza sono: a 
0-® 2y-0.40 è.89-2g 0a 

Sì ha: di 
49-08-40) de=2.(0. 82-2y)-(24—-8 49) si 
da cui: 


10 , 0a 
tei ma ‘Ge vi 


7 
: di 0. 
a * - 


= 220. + 


Dalla (1) abbiamo: 


- Y 0-2 CENE 
‘=za dunque Do * To CS 


Si vede Poi, dal lapporto delle velocità di 
questi 4 mobili 


saranno nuovamente in linea r 
i 2 su 
AVrà percorso "= Quindi; 


A, B, C, D che 
etta quando A 


e le Velocit 


à sono lispettivamente 1,2,4e8, 


I due mobili. 


Un mobile p Percorr, 
quadrato nel sens 


incontreranno sul 
si sposta verso A, A 
€ se, nello Stesso momento, P si = 
trova, sia alla stessa distanza da A 
che Q, sia alla stessa distanza ale 


C. 0, più general- 


incontreranno e E 
anche quando Q si sposta verso € o 
€ se allo stesso momento, la distanza di p dal vertice A è: 3 
UgUAle alla diegonale più Ja za di.Q da C.0, più go È 
neralmente, 9, neilo stesso momento, Ja distanza di Qu 


È 


tot: pe Se y 


| dal vertice C aumentata di (2m + 1) volte la diagonale, è uguale 
alla distanza di P dal vertice A, aumentata di 4n volte il lato 
del quadrato, m ed n essendo numeri intieri. $SARRE 
Nello stesso modo i due mobili s’incontrerebbero nel vertice 540 
C, ma quando si sono incontrati una prima volta, un secondo 
incontro è impossibile poichè essi descrivono spazi uguali in 
tempi uguali, e il lato e la diagonale del quadrato sono lun- | 
ghezze incommensurabili. x 90 
Parimente, i due mobili non s'incontrano mai se le loro pera 
sizioni alla partenza sono due qualunque di quelle nelle quali + 
si troverebbero simultaneamente secondo | ipotesi d’un primo 


> Veni 


incontro in A o inc. 


Bacco e Sileno. 


Bacchus, ayant vu Silèéne 
Auprés de sa cuce endormi, 
Se mit à bowre sans géne 
Aua dépens de son ami. i 
Ce jeu dura pendant le triple du cinquièéme Du: 
Du temps qu’à boire seul Silène eit employé : 
Il s’éveille bientòt, et son chagrin eatrèéme È 
Dans le reste du vin est aussitot noyé. pl 
S'il edt bu prés de Bacchus méme, 3 de 
Ils auraient, suivant le probléme, 

Achevé sia heures plus tét: 

Alors Bacchus et eu, pour son écot, 
Deux tiers de ce qu’à l’autre il laisse. 
Ce qui maintenant m’intéresse 
Est de sacoiîr ecactement, w 
Le temps qu'à chaque dròle il faut séparément 
Pour vider la cuve entiére, 

Sans le secours de son digne confrére. 


pPdichiamo con @ ed Yi tempi rispettivamente A 
ACCO e da Sileno per vuotare la botte. Bevendo insieme, essi 
la Vuoteranno in un tempo: 


n 
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3 
Bacco beve da solo durante il tempo -— y e in tale inter- 
vallo beve la frazione + . L della botte, Egli lascia a filena 


3 y 5e—-3y 
1 La Sw=0p. 
50 sa 


il quale ha impiegato per bere questo vino il tempo indicato da; 


50-37, oa 60-39 gy 
5a ui x 5® 
Secondo l’enunciato : 
nta 3 (0a —3y) y dai 
‘% sv 5® +y = È 
: ossia: pe 
è0— 504 30%4 3027 +30 2"=0 Ue 


Bacco beve con Sileno, durante o + 4 


* 
ore una frazione della PR 


botte uguale a @+y' Si ha dunque ia seconda equazione: 


Sa 
ossia : 


64° 4 11 cy —10e°=0 
Risolvendo le due equazioni (1) e (2) si trova: 


C=15 ed y=40 


Questa risposta fu data anche in versi, così: 


Dans cette occasion Siléne 


Le scimmie, 


Des sînges s'amusaient: de la tro a 


upe bruyante DE 

Un huitièéme au carré gambadait dans les bois; °° 
Douze criaient tout d la fois i t£. 

& Au haut de la colline verdoyante. ce 


Combien d’étres comptait la caste remuante ® 


Indicando con « il numero delle scimmie, si ha V” 


equazione | 
Pa SY 
Le Tra = D+ È 
ossia : 
dI — 640 + 768=0 da cui a/=4%8 o" = 16 
Le api. i SLoa 
Voici cet essaim de mouches à miel. 
De la moitié prends la racine: 5 
Dans un champ de jasmins cette troupe butine. be 
Huit neuviémes du tout voltigent dans le ciel. Et 
Une abeille solitaire por 
Entend dans un lotus un frelon bourdonner : “ua 
Attiré par l’odeur pendant la nuit dernière, Me 
Il s'ètait fait prisonnier. i Ci 
Dis moi: quel chiffre atteint la troupe buissonnière? 
Sia 2 


& il numero delle api: 


+ a +2=2e8 Ron 


da cui@=6 trascurando l’altra radice che è negativa. Dun- 
È que le api sono 22, 


Un padre divide 


seguente: Il Primo aerà un 
i | resto; il secondo una som 
9 n 1 ce e 


la propria eredità fra î suoi figli nel modo ; 
a somma a e la nma parte del 
ma 2a e la n°» parte del resto; 


Lal RR TAV Pe a e CFA 


— 2% — 
il terzo una somma 3a e la nm 
seguito, L’ ità 


® il montante dell’eredità © à il 


SÌ esprime che la parte del primo 
€ Uguale a z, sj ha l’equazione : 


*opa4 ZIA 
‘Ossia; 


Pla—(n — 1) a=ea-(n-1)3 
Questa equazione dovendo ess 
i p, si ha: 


ere indipendente dal 
3=(h- )a 


L=(Nn-1)z= (nia 
II Soluzione, — Esprimendo che le parti del po e gel (p+1 
figlio sono Uguali, si ha l’equazione : 


pa+ lets pa =(P+1)a+ d-pz—(p+1i)a 
n 
Ossia : 


i=(n- i)a 4 
Si ha poi, Uguagliando la Parte del primo figli ad (n—1) 
Cra 
+ SES gni “POTRA da cui LC=(n-1)a 
LU0A Soluzione. — Indicando con y il numero dei figli ed ugua- 
O le parti dei due Primi Avremo : i 


Si ha poi: 


cC-a 
z=a+ 


pa : 
=(n—-1)a. eli doi 


serviti che della uguaglianza delle prime due parti, è necessario 
infatti per la parte 2’ del primo figlio: 


2=Da+ anilacio—iin-ta-pa =(n-t@ 


IV. Soluzione. — La 


tutte le parti sono uguali, il valore dell’eredità è ay?. Ugua- 
Sliando le parti del primo e dell’ultimo figlio, si trova: : 
È ay—a — è get ii 

db ay vetta — “=== pai 
da cuiy=1 od n—-1 ecc. 


Questo modo di trattare il problema fornisce due soluzioni. 


Anche in questa soluzione, come nelle precedenti, occorre © n 
verificare che tutte le parti sono uguali. 5 


V. Soluzione. — Questa sol 
tutte le soluzioni dell’ 
verifica. 


uzione, di Mister, tiene conto di. 


. Quando un figlio ritira la propria parte, prende una certa 


somma e poi la nm4 parte d’ùn certo resto Rp e lascia. 


(4), 


Il secondo figlio lascia: 


n_-1 
( n 13 IRA 


| _Affnchè due figli consecutivi abbiano parti uguali, occorre 
evidentemente che i resti R, € Rp, S0ddisfino all’equazione: —— 


Siccome, per mettere il problema in equazione, non ci siamo 


verificare che le altri parti sono uguali ad (n—1)a, Si ci 


enunciato epperò non richiede alcuna | 


vr #7) 


ò 
7 
È 
È 
E 


parte del primo figlio sarà ay, e, poichè 


ta 
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È 

La differenza tra le somme lasciate da due figli consecutivi 
costituisce necessariamente la parte d’un figlio; e, per quello 
che precede, Questa parte avrà Per valore i 


n_-1 n_1 
"Ville: "Ja 


® "Ses ossia (n—4)a 


Il capitale ® lasciato dal Padre sì ricava dell’equazione : 


C_-a 


A+ n —(©@—i)a che dà C=(n- fa 


e da essa si deduce il numero dej figli. 


L'elegante soluzione che Massimo Planude matematico di 

Bisanzio, indica, e che non pare sia sua (1) è la seguente: i 
Osto che \ sia il rapporto delle due aree, per uno dei ret- 

tangoliilati saranno ()3 — )e(X1- 1) e per l’altro (2°-- 29) e (A2— 1), 


0 quale tende il rapporto del vuoto al W 
) ‘i sferici, quando il numero | 
indefinitamente L 


; 9 com il raggio d'un Proiettile, la costola 
lel cubo sarà Y' 2 eil suo volume 2 2. Il pieno di questo ‘| 
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cubo è costituito dal proiettile interno e dalla quarta parte di 
ciascuno dei dodici proiettili a contatto con esso ; infatti, due 
facce del cubo Passano pel centro di ciascuno dei dodici proiet- 
tili; la prima ne separa la metà e la seconda la metà dell’altra 
metà, dimodoché non Festa nel cubo che il quarto dei dodici 
proiettili. Bisogna dunque aggiungere tre proiettili a quello 


centrale, e il volume del pieno risulterà Sr . Il rapporto del 


cubo a questo volume sarà 


3V 2 - P 
ava — 1 ossia un poco più di +. e tale sarà illimite cercato) 


Esso non potrebbe essere modificato che dalla parte superfl- 


= »€ quello del vuoto al pieno 


centro d’un proiettile che poggia su tre o quattro altri, coi 
centri di questi, è Tegolare ed ha tutte Ae sue costole uguali 
al diametro del proiettile. Il vuoto contenuto in ciascuna di 


ricorrere alle tavole trigonometriche, osservando che nella 
Piramide l'egolare a base quadrata e a costole uguali, gli an- 
goli diedri maggiori sono doppi dei minori e supplementi di 
Quelli del tetraedro regolare, 

Si puo, con metodo indiretto ma più speditivo, risolvere la 
Quistione calcolando (nell’ipotesi d'un numero infinito di proiet- 
tili) il rapporto del volume d’una pila al volume dei proiettili 
che essa contiene, 


Prendendo sempre come unità il diametro d’un proiettile e 


.è . s 2 
indicando con n la costola d’una pila triangolare, x È ne 


Pappresenta il volume e nani 3) il numero di proiet- 
tili che contiene, ni 
L’ipotesi di n infinito riduce quest’ultima espressione a 

Per l’omissione dei termini che scompaiono rispetto ad na, 
eg pc : ‘ 
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nn : 
Il volume delle bombe essendo allora 36? il rapporto. 


cecina nn 
3 * TY np È 


Me £. i 
quello della pila a quest’ ultimo sarà * + Coe a DIARI 
di trovato sopra. 
L Sulle probabilità. 
wi pi 1. — Un’urna contiene N bi 
| 0 


glie delle quali 5 bianche, n nen, 
ed 7 rosse, La probabilità di estrarre al primo tratto " Hd 
p-39 + &lia bianca é +: € quella di estrarne una rossa o nera è wi - 3 
= 


2. — Se % urne contengono cias 
nere, la Probabilità a 
done una da ciascun 


Cuna è biglie bianche ed r A 


i non estrarre che biglie bianche estraen-. 
a urna è data da: 


( b_\k 


Alembert. — La probabilità di far festa — 
almeno una volta in due getti d’ 


una moneta é i ; in generale — 
Da — 4 


arteria 


3. — 


Paradosso di d’ 


à di ottenere j Punti 12, 11, 10, 9, 8, 7 gete 
i rispettivamente È 


1] 
25 34,5, 6 è data ga -& 
6. — La Probabilità d’ottenere con un dado n volte di se- || 
guito uno Stesso punto è ( Li 


8. — La probabilità d’un avvenimento è «. In p prove, la $ 


probabilità che esso si produca q volte, in un determinato or- 
dine è: via 


‘a=21(1— a)p-q 


quella che si produca g volte in un ordine qualsiasi è : 


A Cop:99 Dr 


quella che si produca almeno g volte è: 
dI > 

- fi a io 

e quella che si produca almeno una volta è: 


1-(1—- 2)? 


9. — La probabilità di ottenere una unica volta un punto 
dato con n getti di un dado è : » 


e 
5a-1n È 


di 
67 a ee 


10. — Si hanno K biglietti d’una lotteria che ne com- 


Prende p; ciascuna estrazione è di q biglietti. La probabilità 
che ne sortano r è : 


Caretti 
Prg 


Semplificazioni. 


Certe espressioni algebriche o aritmetiche si riducono ta- 
lora a forma semplicissima; la complicazione delle formole 
nelle quali figurano non è quindi che apparente. Non è però 


Sempre facile vedere la possibilità della semplificazione. Cosi ad 
esempio per queste espressioni : 


be Latta Ve 


Vasta & Var+Ve(s=vai | 


che entrambe si riducono a VA 3, 
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Paradossi algebrici, aritmetici, ecc. 


Si perviene al Paradossale; all’assurdo, quando nel ragiona: 


« Mento si omette di tener calcolo di qualche elemento, condi- 
zione, Particolare, ecc. che Nasconde la 
sotto l’aspetto di cosa trascurabile, 
L’algebra gi Presta assai bene 


a c la loro media 
Aritmetica, Si avrà: 

Ad+b=2c ed @+ 5) (a-)=26(a-5) 
ossia: 

@—b")= 206-956 a'—?ac=b-2b6 
da cui: 

#-_2actea=p_9}, e! 

Ossia : co 


(A—c?- (bD- eg Ù’onde. an dò 
Dunque tutti i numeri sono uguali! 
* — Abbiasi | ide 
sotto questa forma : 


D) < 
3- Fai Ossia 2=3 


Si Perviene 
e della Tadice quadrata, 


DUIa 4 to-9_y che si può mettere 
dai due membri dell ugua- — 


Per avere ommesso il 


& 


de renaà 
v gg ei di 


— 2% — “i 


« 4_-Sianoa,b,ed,ei lati omologhi di due triangoli 
simili. Si ha: 
a:d=b:e ae=bd 
Moltiplicando ambi i membri per (a — d) e sviluppando : 
e-aed=abd—ba 
ae-abd=aed—ba 
al(ae—bd)=d(ae—bd) a=4dl 
. La spiegazione dell’ 
de=bd,si ha: 


assurdo cui si perviene è facile. Essendo 


ae—-bd=0 e quindi a-+0=4d-0 


ig puri Celti nn 


O 0a 


S.— Siaga i b; moltiplichiamo ambo i termini dell’equa- 
| Zione per 4: avremo 4a 
| forma, per esempio; 


3 14a-10a=21b-15b 
€ dividendo tutto per 36 


=6d che possiamo mettere sotto altra 


n 


da cui 5(36—2a)=?3b5—2a) 
—2 asi ha infine 5=7..... 


6. — Dimostrar 


E e che 9= 5. La differenza 56 fra 9? e:5? si può 
esprimere sotto qu 


esta forma: 


—-53=2.7.9-2.7.5 

che può scriversi così: 
9—2.9.7=51-2.5. 7 

Aggiungiamo ad ambi i membri 73; 


9_2.9.7479=58_2.5.7473 
Ossia ; 


1 (0-—7B= 6-2" de osi 9—-7=5—7 ; 
Punque 9=5.., * C. D. D! 


#. — Sé a è diverso da d, o— a é pure diverso da 2—d 
—a)? diverso da (e — b)?, per cui l’equazione: 

(O-a)=(2— dt (1) 
| Sembra impossibile. Cionondimeno, effettuando. quadrati si ha; 


cd —2ao+at=a—2520+6 


€ ( 


da cui: 


1 
Q= 3 (4+0) 


iron el ei MT 


= CIO de 
Sostituendo nell” 
ttiene : 


Spiegazione, _ 


equazione (1), per £ il v 
trovato muli sì 0 


(b- a = (a _ b)° ossia [-(a-- 5)P=(a— bj 
8. — Sia l’equazione : 


3e—-b 3A-4D 
3-55 > 3a=-85 
no evidentemente diverse dall’ 
e termine & termine si trova ce 


Queste frazioni so 
dimeno sottraendo] 


unità, ) 
i esse è Uguale a; 


he ciasc 


30—-3a4+3p ani 
30-3a +35 = tai 
e questa identità é solo apparente, e 
equazione proposta Si trova e=a-be quindi: 
3e-30 +35 0 A: na; 
eta xip 0 ARA 
9. — si 


ha evidentemente (-— 1) 
garitmi: 


Basta rilevare ch 
Fisolvenao P 


= 1; da cuî, prendendo î 
2 log. (-— 1)= log.1=0 


log. (& 1)=% 
i=e dunque 1= 45008 = 
Si può Pervenire allo stesso lPisultato in quest’altro modo, SI 
@ Una quantità che disfi all’equazione ex_ _ 1. Inne 
o a Quadrato: E 
Pesa an Sui. 2e=0 6 e=0 
ea 
Pm ma ev= _{ 
ed 
e = dunque  _ 1=1 
10. — Siano 2 e d due Numeri e e la loro differenza 


uguaglianza per (a— 


«LR 
| Che può Scriversi; 


11. — Abbiamo che: 
log.(1+@0)=0—- e°44- 


1 1 1 1 1 1 
0g-i=i=-rtre 4 pe sha 
da cui: 

1 2 1 2 1 
Trace 


Raggruppiamo i termini dello stesso denominatore e sem- fi; 
Plifichiamo: 


2log.2=2-14-$- 


ita 40% 
GIOR È 
costeetae piaa log. 2 


dunque 2= 1, 


42. — L’identità Vv eri V—1sipuò mettere sotto la forma: b 


(SE E sa 
ag de rt 


1 
V-t_ Vi 
Si a 
e RES ca (V1) vale a dire —1=1. 


% >» — Abkiamo l’uguaglianza Vaxv Pe Vab, analoga-. s 

ente: E 
V-1xV-1=VED(=D 

(TAI) pe Vi dunque —1=1 i 


1%. — Un’identità algebrica è vera qualunque siano i sim- 
boli che vi figurano. Ora noi abbiamo un’ identità : 


Va —y=i Vy a 
Nella quale i rappresenta + V=i oppure — VV —1. Ma una — 


A identità in ® ed y è vera qualunque siano i numeri rappre- 
| Sentati da « e da y. Poniamo: ni: 


m= a. = bi Vasi a 


da cui: 


ossia : 


i £ ani "ir 
ve 1 gia oe STE 


i 
Facciamo ora; 


C=b y 


= q; Vb-a=iVazi 
Poiché la ( 
bolo 


1) è un’identità ne segue che nelle (2) e (3) il sir 
deve essere ]o. Stesso, ossia, c 


he esso rappresenta nei. È 


due cagi : 


+V 44 o VI 
Per Conseguenza dalle (2) e (3) deduciamo: 


Va_ VV ensnnvinaxyati 
ossia: 


disfano alla relazione 
e dunque avere c>d 


cos? & 
Innalziamo alla Potenza _3 


. 
n 


=1 — sen? 


“a (Cos? #)°/ _ (1 sen? gw) 
[cost 2);]: _ Coss 


I mo 3 ad umbi i me 
0h 43 


IO RESET 


Se supponiamo 2 = x, si avrà: 


2 (costr +3)=2[(1—sen?m)":+3] (B) 
Ora, cosm=—1; cost=—1; sent=0; sen" 7 = 0; quindi 
l'equazione (B) diventa : 
2(-1+3)=2{(1—0)”:+3] 
2Xx2=2(1+ 3) 


Se diamo ad @, nella formola (A), i valori T-, + si per- 
viene a risultati esatti. 
Dove sta dunque l’errore ? In qyesto, che nell’equazione (8): 


(i— sen? n)":= V(tsentaf=+1 
Per cui la (B) diviene : 


2(-1+3)=2(+1+3) 
Ossia si hanho due soluzioni, una falsa, da scartarsi (4= 8) e 
l’altra esatta cioè 2X2=2X2. 


Come si vede il neo del calcolo algebrico era anche qui ab- 
bastanza visibile, 


1. — Lanciando in aria tre monete la probabilità che esse 


3 
cadano tutte e tre di testa è evidentemente (4) - +: come 
Pure che esse cadano tutte e tre dal lato croce. 
Quindi la ‘probabilità che le tre monete cadano tutte nella 


i sd 
| Stessa maniera, cioè tutte e tre festa o tutte e tre croce è — 


4 
Ma fra le tre monete così lanciate, due almeno cadono nella 
st, 


€ssa maniera. Ora la probabilità che la terza cada di testa è 
3» 8d + è pure la probabilità che essa cada di croce. Quindi 


la Probabilità di vederla cadere come le due prime è rappre- ì 
sentata da +. Parrebbe quindi risultare da ciò che la proba- 


bilità che le tre monete cadano tutte in uha stessa maniera 


| sia data da +e non dat. 


* Des formes im 
coneret. Parjg . 


=" 290 — 
18, — Dividendo 1 per 1+si trova la serie: 
1-24 Da 4, "ev. 


it E -1+1-14 

ma 88gruppando Per due i termini del secondo membro si ha 

Zero per lisultato; dunque . 3 = 
Daniele Ber 


m 


Maggior Tagione perché 


ero od 1 e quindi, secon 
lità dovrà - 


Ta essere 
i Ossia Î 


“a-*» 


t4 


19, Dall’equazione esatta; 


Abbiamo dunque digià che ciascuno dei due nembri della 
One (A) PaPPresenta l’unità (1). 
(1) ar Vallès, 


aginaires 


Gauthier . Villars, 1869 


; leur luterprétation en abstrait et co 


pd, e 


D'altro tato 1’ espressione (potenza V —1)non avendo alcun da 
senso a priori, ammetteremo che: fe 


(Riv 1)V at = V=4 
e ci basterà definire quit simbolo. Ora, se si pone: 
ago “a 
si ha in generale (4): | 
lraV<itb=v -1-$MxV = 00 3 
dunque : 


0 in altri termini. La potenza V —1 dell’espressione: 
etknV 1 “a 


ha un’infinità di valori reali, disugualî e costituenti una pro- 
gressione per quoziente. In particolare innalzando alla potenza 


indicata con vi 1 le due espressioni (A) uguali ciascuna alla 
unità, si riproduce due volte tale progressione. Ma dall’essere: x 


g2EV-1__g47V 1 Pi 


non si può concludere che sia: so 
i a LA 100 
20. — Se si elimina # fra le due equazioni: bs 
y=(e—a)tang? y=-—(@0—a)cot 8 dj a 
moltiplicandole membro a membro, si trova: Se9 
y+(e_-a)=0 4 “a 


e — 
(IV. «Cours @’Analyse» dì Sturm. 


sei Sent: È 


da ‘ 

sa E 
Î P 
Pa 

vi 
; i 
E] 
& 
‘ 


x-C0s 9 + y sen 8= a sog 
i quadrati SÌ ottiene: i 


Spiegazione. = Le 
ùe rette Pettang 


luogo dell’ j 
al punto (a, 0). Ma ci 


condotte pel punto (30) 
Ma, si può anche dire che. 


to si compone dell’insieme di queste rette 1 
Presentato dall’equazione (2). 


a, 0) con due i 
li stesgi Punti in direzioni rispetti 
erpendicolari a tte m ed n. Le rette m/,n/,c 
lette n ed m sul Cerchio (4). 
3 | 


ercare il luogo del punto medio P d'una corda M 
fa veduta dal centro O sotto angolo reti 
& corda x N 


€ del diametro coniugato Q 


a? m 
e la Condizione che ]? 
l'uguaglianza î 


1+ ma) Cal 
l'equazione del luogo p si Ottiene eliminando m ed n fra le È 
Pelazioni (1) e (2), gi trova: gi 
(0? + 22 (ar 


D+ dI 20) _ A? ba (q4 ja + di #9) OL 
dunque Per l’origine delle coordinate; 

one (3) CONterrebpg un 
egazione; — L - 


i fattore estraneo, 
gine è un Punto t80lato 

fatti, la Condizione q; pe i m 

cata per. 


della curva. In- vg 
m'=0(è verifi 


€ per Dei / 
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Risulta da ciò che le rette MN s0M, ON possono confon- 
| dersi in una sola avente per equazione: 


y=®V-1 (o) y=-—-@®V -1 
Oè il punto medio d’una tale corda, 
La stessa difficoltà si presenta quando si cerca la pedale del 


centro O d’ un’ ellisse. Questo punto è un punto isolato della 


Ppodaria ; esso corrisponde agli assintoli immaginarii uscenti 
dal centro. 


Una dimostrazione teologica. 


È del P. Gratr 
mente che Dio, 


y. Egli pretendeva dimostrare matematica- E 
ossia l’infinito, può creare qualche cosa dal 1 
Nulla, ossia dallo zero Infatti, egli diceva, Da è il simbolo ma- Re; 
nfinito; moltiplicandolo per zero si ha + che è 
il simbolo dell’i 
lore qualunque, 


Senonchè il p. Enfantin, pur trovando ingegnosa assai la di- 
mostrazione faceva rilevare come il P. Gratry concludesse con si 
essa appunto al contrario di quanto si era proposto di page <A 
strare, poiché ammetteva che per creare qualche cosa (ossia ©) 


con 3ero, Dio dovesse già essere in possesso di A ossia d’una 
Quantità determinata. 


tematico dell’ i 


ntederminazione, ossia che rappresenta un va- 


L'equazione di 2° grado risolta aritmeticamente. 


= N ; 
Un numero Nè una somma che può essere divisa, in 5 Modi, 


A N 3 
‘n due numeri il cui prodotto varia da N—1 ad (5). Cosie- 
chè si ha: > 


differenza 
1H(N-1)=N {X(N-1)=1N-1 wi 
2+(N-2)=N 2X(N-2)=2N—-4 ai 
3+(N—-3)=N 3X(N-3)=3N—-9 


 Chietto 


Quantità N—1 alla i 
Successivamente i termini d’una nola. con i 
ecrescente, qi Pagione 2, che comincia con N—-3 
Unità, Presenta — 
‘° Ciascuno dei termini di tale Progressione rapp o 
la differenza +1 dei fattori che compongono i Prodotti corti-ti 
spondenti, Così: 


iii e 
vela DEI 
N-3=W-,) 


Problema. -— Tr 
Prodotto 2211, 
Con }° 


equazione : 


D'=93, no 67 
Aritm 


eticamente, invece, Cominciamo col costruire lo spec 
di cui SOpra : 


differenze 
1+99= 100 1X99— 99 Sa 
2+98= 100 2X 98 = 196 
3+97= 100 8X97= 99 } a 


— areni } ss 
n Prodotto 2211 sarà 


Nella colonna dei prodotti e la differenza 
cercata si trova al livello corrispondente Nelle differenze, See 
condo la prima Osservazione, fatta Sopra, si ha: 


CRIS eee 


spl 


dt CELA 


— MM 


Il quoziente 2211 per 99 sarò un limite inferiore del numero 
di termini della progressione decrescente che, nel loro însieme, 
ostituiscono il numero 221: 


iag:4 
e 
pa, 


Ma, eccettuato il primo termine 99 che è esatto, ciascuno e. 
degli altri 21 termini è rispettivamente minore di 2, 4, 6 «-++42 
unità, che aggiunte le une alle altre, e a 33 di resto, dànno: 


334 St xa 


Queste 495 unità ci forniscono un certo numero di altri ter- 


| mini della serie a partire dal 23mo, che è 55. 


Dividiamo parimente 495 per ‘85: 


495 
pb 
Il primo termine 55 essendo il solo esatto rimangormo: 
2+4+4+6+..... + 16 L 
unità da sottrarre sugli altri 8 termini: Sia 
2416 3 È 


Queste 72 unità ci forniranno altri termini della serie a par- 


tire dal 320 che è 37. Ora 72 ci fornisce appunto i due ultimi 
termini 37 e 35, poichè 37 + 35= 72. Il termine cercato è dunque. 
— 35, cioè secondo la 2* osservazione fatta sopra, la differenza 
dei due numeri, +41. La differenza dei due numeri essendo 34 È 
€ la loro somma 100, 184 è due volte maggiore e 66 è due volte. 2 
Minore. Due radici cercate sono dunque 33 e 67, SÙ 
Altra soluzione. — Se i duè numeri fossero uguali a 50, la — 
loro somma sarebbe 100 e il loro prodotto 2500. Il prodotto dato 
essendo 2211, la differenza 289 rappresenta il quadrato della dif- 
renza in più od in meno fra il numero 50 e quelli cercati. 
La soluzione sarà quindi : 


67 


50 +V 289=50+47=1%s 


Soluzione questa assai più breve della precedente, 
È net : iaia GHERSI. La Matem. dilett.. i Aa 


ri 


= ea 


Soluzione grafica delle equazioni, 
Sia S(©) 


=0 Un’equazione algebrica. Siano : 
#(0,y7)=0 


due equazioni tali che p° 
muni alle cur 


L(2,y7)=9 


Niscono sia Precisamente f(9)= 
quando ciò sia POSSibile, ad ogni Punto reale comune alle 
CUrve Corrisponderà 
f(2) =0(0 


una radice reale dell’ equs 
“ -& Peciproca non é necessariamente vera, P 
accadere che (indicando con @ una radice reale dell’e 
Precedente) le radici comuni 


così i valori numerici delle tI 
zione Proposta ; il che gi 
te questa n 
amo ora 


Equazione di Secondo Brado, 


fl — Se nell’equazione . 


Esempio. — Sia l'equazione data: 


++ 0-30 


Costrutta la parabola y= x? (con OH = 1) e tracciata la retta 


Y+pe+g=0 


(op 3 or=4) 


SÌ avrà: 


VU=@,=4 


. Come è ben noto i punti U ed S si possono ottenere senza = 
tracciare la conica, — gr i e 


Su af; 


+9 +p0+g=0 


SÌ può sempre costruire 
tto a trova 


Circolo che 
blema è rido 
circolo, 

3. — Rendia 
Cendovi la linea 


(fig. 130); quindi il 
re le intersezioni d’ una retta con 


mo omogenea ]° 


equazione generale, intr 
r considerata c 


ome unità: 
D+ pa=qgr? 


E, mettendo i segnì in evidenza : 


indicando con 


k una media 
soluto di q. Ab 


proporzionale fra r e il valore as- | 
biansi ora a 


costruire le radici dell” 


+ pe=px a 
Prendiamo su di una retta, un segmento EF=pe deseri- 
viamo su di e 


sso, come diametro, un cerchio ; conduciamo mo 


G 


Fig. 131. 


E la tangente EG= 
Le pue radici dell’ 
da — GL. Siccome 


E e conduciamo Ja GL per il centro € 
rione saranno FaPPresentate da GHe. 
ione : 


d—- pa= ka 


ce ff a 


a DL 
non differisce dalla precedente che per il segno, le sue radici i Bi 
saranno GL e — G H. L’equazione : se 


e -pe=—k? 


si può mettere sotto questa forma: 


c(p_xa)=k? 


- Descriviamo sulla retta EF=p come diametro, una semi- 
circonferenza. Conduciamo in E la tangente EG= k; condu- 


ciamo GR parallela ad EF e abbassiamo, dai punti A nei 
re 


M 


0 d 
Fig. 132. SI 


CA 


quali essa sega la semi-circonferenza, la perpendicolare sul È 
diametro E F. Le radici cercate saranno E L ed LF. "a 


Affinché le radici siano reali occorre che la G R seghi la ta” 

Semi-circonferenza, cioè : È È: . 
k=OM ossia kZ= 4 

come è daltronde noto analiticamente. * 

 , f*— Metodo di Steiner: — Ad una circonferenza (fig. 133) 


j di raggio F7=1 si conducano due tangenti opposte in O e 7. 
| Essendo: 


b c3- pa +9= 0 N 

1 l’equazione proposta, si portino (tenendo conto del segno): 

TUued i ON 
Regio gia 


n Sa td p 
Rit Sure Tala 
cal ; 


Se q è Positivo, 
la MN Può riusci 


Equazioni di 2° 
Soluzione col 


regolo calcolatore. La somma delle radici | ; 
dell’equazione generale di g0 grado: &: 


Dieotd=o0 


è uguale &— c, e il loro 


Prodotto è Uguale a d. Da ciò questa. 

regola: A 
x I 
(1) Vedasi la di 


mostrazione &sometrica di 4. PaADOA nel Bollettino di ere : 
Anno IM (1904) n. 1, e quella analitica nelle « Questioni uardanti la 
> di F. EmiQUES, pag. 406, De "d 


hasta 247 ast de” 

{° Se il terzo termine dell’equazione è positivo : Sr 

Mettere il corsoio sulla divisione d di R (essendo R ed r le Ko 

divisioni superiori del regolo e della parte scorrevole); poi “La 
spingere r sino a che la somma di y, numero letto su R di 4 


contro alla divisione 1 di r, e di 3, numero letto su r di fronte 
al corsoio, sia uguale a c. Le radici dell’equazione sono allora 
y e 3; tutte e due sono di egual segno, opposto al segno del 
secòndo termine. Così nella posizione della figura, il regolo dà 


le soluzioni di: 
e°+9e+20=0 (radici: —4e— 5) bis 
o—90+20=0 (radici:+4e+5) SI 


2° Se il terzo termine è negativo : 
Mettere il corsoio sulla divisione d di R; poi spingere r fino & 
a che la differenza tra y, numero letto su R, di contro alla È; 


divisione 1 di r, e 3, numero letto su r di contro al corsoio, i S 
NA uguale a c. Le radici dell'equazione sono y e 4. Esse sono È: De 
di segni contrarii e la maggiore è di segno contrario a quello 4 
del secondo termine dell’equazione. pal 
La posizione della figura corrisponde alle soluzioni di: Mie 
-<d0 
+e —-20=0 (radici: + 4 e — 5) 7 a 
d-e-20=0 (radici: —4e + 5) SI Ù% 
= Ta 
ue. 
Equazione di terzo grado. — Abbiasi l’equazione: "o 


d+po+9g=0 ; 
fi. — Le radici reali dell'equazione sono le ascisse dei punti $ di 
Peali comuni alla parabola cubica y = 2° e alla retta: e 


yu+po+9=0 


| dei 
| i pet a 
Marc 
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» Per esempio, l’equazione : 


- avremo a*=y 


5 2 
Yy=7a--=0 


Fig. 135, 
_ La retta (2), ossia m, sega la Cubica (1) in tre unt roi i 
E: eqpezione proposta a #n Punti, eppe i 
— Poss 


lla Parabola di se- 
a: w 


PI+PO8+q=0 


* 3. — Cominciamo dal considerare l'equazione: 
c+peo°4+qe=0 


Ponendo y = 2? si ottiene: 


yY+py+q@a=0 


Queste equazioni sono quelle di due parabole delle quali si 
dovrebbero trovare i punti d’intersezione. Ma essendo i loro 
‘assi rettangolari, i loro punti comuni sono sul circolo che ha 
per equazione: 


+y°+(p_1)y+9®=0 


il che riduce il problema a trovare le intersezioni d’un circolo 
con una parabola, escludendo l’origine. 

4. — Sia tracciata su un foglio di carta trasparente qua- 
drellata la parabola y? = x (ossia 0 ®, 0 y); sopra un secondo 
foglio siasi disegnata una serie d’iperboli equilatere aventi gli 
stessi assintoti o! a’ » 0' y'! e corrispondenti a valori sufficien- 
temente approssimati dalla potenza (equazione &' y'= p; p 
Variabile), 

Se si trasporta il primo foglio sul secondo in modo che gli 

Assi o' @', 0' y' siano paralleli ad 0 @, 0 y e passino pel punto 

0" (@, 8) del primo foglio, l’equazione di una delle iperboli, ri- 
ferita agli assi 0.4, 0 y sarà: 


(e —-a)(y—8)=Pp 


€ le ordinate dei punti nei quali questa curva incontra la pa- 
Tabola sono radici dell’equazione: 


(Y'— a) (y—8)=p 
Ossia : 
V-By-ay+a8-p=0 
Questa Può essere resa iden- d 
tica ad una data; 0 
9 + Ay+By+C=0 
facendo: 
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5. Il sistema &rticolato Tappresentato nella fig. 1 
Vuto a Sylvester, fornisce le relazioni: 
a a? 39) db? 
daga ii 


dalle quali si deduce : 


a ai area -0D 


Equazione di quarto grado. 


i. — Sia l’equazione : 


D+PA+904r=0 


Poniamo Y=%9, l'equazione diventa: 


V+DY+9904+r- 0 
sotto questa forma : 


+94 p È 

che è l’equazione d’ i del quale basterà trovare le 1 

intersezioni con la parabola di secondo grado y = 9? i 
Esempio. Abbiasi l’equazione 


Che si può mettere 


ici reali come accisse delle interse- È 
della Parabola (fig. 135). j 


Yy=za? 
col circolo : 


D+ y 


ip A 
2. — Ne] Caso genera] 


e, sia l'equazione + 
SME: Is4,_, 


. Ponendo d=Ytaw avremo: 


Vt+Ra+no0yy DA ng 
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Si è così condotti a prendere a = — 5» per cui si debbono 


trovare i punti comuni alla parabola : 
n 
c=y— 7 ® 
e al circolo: 
n 2 
244 (PP Lg)ot (0-1) y+r=0 
Esempio. Sia l'equazione data: 


d-40+5e°+o-2=0 


Le radici reali saranno le ascisse dei punti d’intersezione 
E, G(fig. 132) della parabola; 


col circolo: 


o+y°+0—2=0 (4) 


Equazioni numeriche ad una incognita, di qualsiasi grado. 
Sia: 


| aom+bam—r41cgm_24 lea e +go+k=0 


un'equazione di grado m nella quale le lettere.a, d, € - + » + 
| l'appresentano coefficienti numerici (fig. 137). 

Da un punto O preso ad arbitrio, prendiamo, verso sinistra 
| &desempio, una lunghezza 0A=4a che servirà come unità. 
| Perpendicolarmente ad OA portiamo da A in Buna lunghezza 

AB= 6 andando verso sinistra se 6 è dello stesso segno di a, 
O Verso destra se è di segno contrario. Perpendicolarmente ad 
AB portiamo da B in C una lunghezza BC =c andando verso 
sinistra se c è dello stesso segno di d e verso destra se è di. 
Segno contrario. Facciamo la stessa costruzione per tutti i coef- 


ficienti d, Galina g, k e arriveremo infine ad un ultimo 
Punto X dopo aver tracciato un contorno poligonale rettango- 
lare 0ABC....GKi cui latisonoin numero m + 1, uguale 


A quello dei termini dell'equazione proposta. 
Ciò fatto, se si può passare dal punto Q al punto XK seguendo 
un altro contorno poligonale rettangolare OA!'B'C' ..... G! 


fe ni MAI 


—= ‘Rep 
di m lati sola 


mente, 
vamente in A' 


i cui Vertici consecutivi poggino , 
IV’; ° © Sui lati AB, BC, CD... 
contorno Primitivo, 


il numero Che esprime la lunghezza , 
e una radice dell’eq ‘one, 


i, esse saranno positive 


Cadono a destra di OA (andando 
A), e saranno Negativi se tali punti si trovano a sini- 
Stra di 0A. 


PICENI 


B" 


Be 


Fig. 137, 


corsi Pettangolari, di tre lati 
OA! Br K. 


sono respettiva= 
© a destra di 0A; 


Metodi fisici per la soluzione 

dei sistemi di equazioni algebriche. 
Metodo idrostatico di A. Demanet. — Questo metodo è adatto 
alla soluzione delle equazioni di terzo grado, della forma: 
ekre=e 


nella quale c indica una costante positiva data. Esso è basato | 
sull’uso di vasi comunicanti di forma convenientemente sta- 


Fig. 138. 


bilita. Se s’introduce un volume determinato di liquido in uno 
di tali vasi comunicanti, l’altezza comune del liquido nei due 
vasi fornisce il valore della radice cercata. 

Per risolvere l’equazione : 


C+e=c 


| Si prendono come vasi comunicanti un cono di rivoluzione 
(ad asse verticale, col vertice in basso) il cui raggio di base r° 
€ l'altezza @ siano nel rapporto : 


r iS 
a Ve 
e un cilindro di base uguale ad un centimetro quadrato. Sesi 


versano c centimetri cubici di liquido in uno dei due vasi co- 
| Municanti il liquido s’ innalza ad una medesima altezza & in 


mo A 


PES 
È 


; Îl volume di liquido conten 
al 


gu » Quello contenuto nel y 
drico è Uguale ad h; si ha dunque : 


h+h=c 
L’altezza 


h, che si può misurare, 
L= h delp 


fornirà dunque l 
equazione: 


C+ o=ec 


® 
. 


- Per risolvere l'equazione 


del liquido che con 
Tebbe il cono se il Pezzo cilindrico fo 
h del cilindro, alt 


Nisce dunque una radice 


D- © 


n metodo Demanet 8 


i 
& Più di un Parametro, 


complica Però assai per le equazione 
-— Con questo apparecchio | È 
della forma: di 
+ ll SI 
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La bilancia di Meslin è costituita da un giogo al quale sono 
appesi, mediante sbarre rigide ad esso articolate, dei corpi 
olidi (M), (N): + - - - ad essi verticali, dei quali la forma e 
le dimensioni sono tali, che i volumi immersi, quando li si im- 
Merge di « unità di lunghezza in un liquido, siano proporzio- 
nali ad 0", €”. ... Si fissano questi solidi (M), (N)*--- 
b distanze dell’asse di rotazione rispettivamente proporzionali 
di valori assoluti (p), (9) - - * + - dei coefficienti p, g- «+++ 
dell’equazione data, a destra o a sinistra di tale asse di rota- 


Fig. 139. 


zione secondo il segno di tali coefficienti, e in modo che î 
| Punti di sospensione siano in uno stesso piano orizzontale 
quando il giogo è in equilibrio. 

Equilibrata la bilancia, si sospende alla distanza 1 dall’asse 
di rotazione del giogo, un peso uguale ad (A), a destra o a si- 
nistra di tale asse di rotazione secondo il segno di A. L’equi- 
librio è rotto, ma lo si ristabilisce versando del liquido entro 
A dei vasi comunicanti posti al disotto dei solidi (M), (N) * - » - 
Se h è l'altezza immersa quando l’equilibrio è ristabilito, le 
SPinte esercitate sui solidi (M), (N) - - - - e trasmesse al giogo, 
Sono rappresentate da &?”, 4”. - - -; i loro momenti rispetto 
all'asse di rotazione del giogo, sono dunque rispettivamente 
Uguali a p kh, qh”...- Poichè si ha equilibrio, la somma 


e psi ae 


Y=e "> biz: 
Nella 


Quale ij] Valor 


lunghezza Scelte 


ì Procedim t 
lo) 


immerso de 
merge (M) 
Fivoluzione la cu 
equazione . 


enti analoghi che 
* «Mch (1) per 
» di Numeri dati; a 
d’u Sistema di 


no 


1 solido 
di ©, b 
i curvy 


(M) sia Lera 
Asta prendere per (li 
a meridiana abbia 


non descri 
estrarre 1 
- Ve tmann (2) 
Neari fra n 


=i="Le Padici leali o 
di 


» Posson 


veremo per pis 
€ radici, d’or wi 
per la soluzi 
incognite, ecc. 


solamente : 


d immagi- - ì 
° Qualsiasi, a costa 

essere ottenute corsi 
a calcoli con un procedi? 


pi È o 
y, peso 
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lento dedotto dalla teoria dell’elettricità ed esposto da Felix 
lucas in una sua memoria all'Accademia delle Scienze di Pa- 
gi nel 1888 (1). 

Sia F(3)=0 l'equazione data, di grado n. Ad arbitrio, fis- 
lamo n +1 numeri reali disuguali : 


Ly 3 Xgg %a °°° Zanasi 
e poniamo: 
f(a)=(2—-@,) (3 — &g) ati (3- Z4ns41) 


F (3) 


‘Scomponendo la funzione razionale TA 


in frazioni semplici 
si può metterla sotto la forma : 


F(3) _ di da n +1 
f(3) Cog d gag per 


Nella quale ); sono tutti reali e determinati. 
Seguiamo nel piano (P) delle variabili complesse 2, assimilato 


Ad una lastra conduttrice circolare di raggio sufficientemente 
grande, i punti: 


Pia Po es Pns1 
Li 
dell’asse reale avente per ascisse: 


Kg Lys ai 


se si carica ciascuno di tali punti 9 . di una quantità di elet- 
tricità proporzionale al numero ); di medesimo indice, i punti 
nodali delle linee equipotenziali tracciate nel piano (P) saranno 
1 punti-radici dell'equazione considerata F (2) = 0. 

Beninteso che caricare un punto d’una quantità negativa 
di elettricità, significa, scaricare questo punto del valore as- 
soluto di detta quantità di elettricità. 


Per tracciare le linee equipotenziali sulla lastra conduttrice 


(P) basta rendere tangibile, con un procedimento qualsiasi, lo 
Stato elettrico di tale lastra. Si può, per esempio, determinare 
tali linee col galvanometro applicando il metodo di Kirchhoff (2) 
| 0 disegnarle elettricamente col procedimento Guébhard (8). 
—_—__—_—__—_— 


(1) Y. Comptes rendus, Volume 107 (1898) pag. 645. 
(2) V. Annalen Phys. und Chemie. Yolume 64 (annata 1845) pag. 497. 
(3) Journal de Physque théor. et appliquée. Volume 1 (annata 1882) pag. 205. 


17 — GurrsI. — Matem. dilett. — 


eatstone rappre we 
Orld, dovuto al Wi SAS 


G 


a Manipolazione semplicissit 
zione 8ebrica di grado qua: 
termini Si 

te 


® affetto dal segno nér 
Ottenere Mediant 


€ opportuna 


li ai sai di Tala BU dans SET 
rt gT-# " chi as ni % vi 
ER, TER TA A LEE RIO 
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Questo ponte di Wheatstone si compone di un filo resistente 
iso PQ, in mezzo al quale, in O, fa capo il filo proveniente 
no dei poli d’una pila, Alle estremità di questo filo PQ sono 
Bonnessi, da un lato i fili d'un galvanometro G, e dall’altro, 
i circuiti derivati A, Ay Az, ecc. contenenti delle resi- 
enze B, B, B;, ecc. e il cui numero è uguale a quello dei 
rmini dell’equazione. Ciascuno di questi circuiti rappresenta 
ho di questi termini; quelli del lato A, A;, ecc., i termini po- 
tivi, quelli del lato A,, i termini negativi. Ora, sì sa che se; 
a questo dispositivo, la corrente che attraversa il galvano- 
Metro diventa nulla, le resistenze di questi varii circuiti sono 
ali che la somma delle conduttanze dei circuiti dei due fasci . 
paralleli e opposti è uguale, e che attribuendole il segno + 0, 
pecondo che essa rappresenta dei termini positivi o negativi, 
a somma di tutte queste conduttanze è nulla. Se dunque per- 


Y 


Fig. 140bîs. 


O PN . x 
i è > e 07658 


veniamo a rendere queste conduttanze uguali ciascuna ad uno 
dei termini dell'equazione nel momento in cui la corrente che 
| traversa G sarà nulla, avremo ugualmente annullata la somma 
| algebrica dei termini di questa equazione. 

; Per meglio far comprendere come l’inventore del dispositivo 

€ pervenuto a rendere ciascuna di queste conduttanze uguale 

ad uno dei termini dell’equazione, supponiamo che si tratti di 

trovare le radici reali di una equazione della forma: 


L+a,x-aL+a=0 


e che si voglia dare alla conduttanza di uno dei circuiti un 
valore uguale ad day 23. 

A tal uopo, intercaleremo nel circuito una resistenza B, che 

Sarà composta d’una prima resistenza costante SB (fig. 140 bis) 


dà 
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e d’una resistenza regolabil 


0 spigolo inferiore 
Questo garbo e ; ia espresso dalla cifra ri 
fronte a ta) p logaritmica (a) di questo gar 
La conduttan i 


lungo questa serve a far variate 
volontà la resistenza fra N i 
La resistenza in questione è N 
tata sul circuito derivato del poni 
di Wheatstone nel modo in 
Nella fig. 14. Si rende il coì 
Mobile N, della costola AS i 
Pesistenza, solidale con un reg 
OP lungo il quale esso può gi 
del Pari, che si fa muovere ei I 
Calmente e parallelamente i: P 
Stesso lungo IN, ai lunghezze È 
Surate, sulla scala @Q, da un oi : 
Fig. 14, e che indicheremo con ®, La 
Sbarretta Op fa con la verticale 
© che, per il termine sul quale ® è al 2° grado, 
> vale a dire che la sua tangente sia sempre. 
esponente di ©, nel termi rappresentato. e 3 
* Per qualsiasi SPOstamento verticale della 
> Uguale ad @, la Unghezza gi Cui si sposta il cola 
Soio lungo AS Sarà uguale ad ® tg 9,0, nel caso attuale, a? ® 
Se, inoltre, disponiamo la Pesistenza AS di tale guisa che load 
Figine T de movi N sia ua I; distanza p de Dil la 
P+2%,e Siccome tale lunghezza | di 
NZa del circuito contenente la re: 
B, questa e 


£ Onduttanza sarà ess& f 
apa Basterà dunque, nel 
di fare P= a, perché 


Il’ un angolo 8 tal 
SÌ abbia: te 0- 
Uguale al) 
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tonduttanza rappresenta dei termini della forma a, 2*, 43 2°, 
n, 2, ecc. basterebbe far fare alla sbarretta OP un angolo con 
a verticale, la cui tangente fosse uguale a 4, 3, 1, ecc. e spo- 
stare la resistenza per modo che la lunghezza AT sia uguale 
ispettivamente ad 44, 43, Ad; ECC. 
| Pertrovare le radici reali dell'equazione di terzo grado presa 
some esempio, il ponte di Wheatstone è disposto come mostra 
la fig.14{bis. I quattro circuiti posti l’uno al disopra dell’ altro 
sono tutti simili, coll’approssimazione dell’angolo 9, al circuito 
della fig. 141. Nel«circuito AB, che corrisponde al termine co- 
stante, questo angolo 8 è nullo; 
Negli altri, questi angoli 9 sono 
tali che le loro tangenti sono 
rispettivamente uguali ad 1, nel 
circuito A, B,, a 2 nel circuito 
AyBy, e a 3 nel circuito A3 Bs. 
Inoltre, le resistenze di questi 
Quattro circuiti sono spostate 
Verso la sinistra delle lunghezze 
espresse da @, 1, 43, a; Sulle 
scale logaritmiche di queste 
Fesistenze. Infine, i tre circuiti 
AB, AB, e AB; sono connessi 
al punto P del filo P,Q,, men- 
tre il filo del circuito A; B; è 
collegato al punto Q di questo 
Stesso filo, situato ad una di- I \|S 
Stanza Q0 da 0 uguale a PO. 

Per trovare le radici dell’equa- 
Zone data, basta spostare ver- 
ticalmente la sbarretta Il’ sulla quale sono fissate tutte le 
Sbarrette oblique, fino a che la corrente che attraversa il gal- 
Vanometro G sia nulla. Ogni qualvolta questa corrente si an- 
Nulla, si nota il valore di % indicato dalla scala S; è una delle 
Tadici cercate. 

Pare che uno sperimentatore un po’ esercitato pervenga fa- 
cilmente a determinare queste radici coll’approssimazione del 
5%» Più che sufficiente in pratica. 


Fig. 14Hi dis. 


4 QUADRATI 
(POLIGONI E POLIEDRI MAGICI 


QUADRATI MAGICI 


Abbiasi un quadrato suddiviso in un certo numero n? di 
adrelli, come una scacchiera. Collocando in ciascuna casella 
un numero, senza ripetizioni, in modo da avere la medesima 
Somma sia addizionando per colonna, dall’alto in basso, sia 
P riga cioè da sinistra a destra o viceversa, sia per diago- 
nale, si avrà un quadrato detto magico (1). 
L'origine dei quadrati magici è antichissima. Quando si at- 
tribuivano a certi numeri particolari, delle virtù cabalistiche, 
® naturale che se ne siano attribuite di grandissime, tali da 
Chiamarli magici, a certi quadrati nei quali la disposizione dei 
Numeri offriva caratteristiche singolari. Troviamo quadrati 
Magici in India d’onde vennero portati in Europa probabil- 
mente da Astrologi. 

Cornelio Agrippa (1486-1535) costruì quelli di ordine 3, 4 - * * * 
i no al 9, i quali secondo lui rappresentavano simbolicamente 
1 sette pianeti d’allora; Saturno Giove, Marte, il Sole, Venere, 
Mercurio e la Luna. Egli deduceva l’imperfezione dei quattro 
elementi (aria, terra, fuoco e acqua) dai fatto che non è pos- 
sibile costruire il quadrato magico di 4 caselle, cioè d’ordine 2. 
E tale quadrato fu da altri adottato come simbolo del peccato 
Originale! ; 

. Un buon preservativo dalla peste era un quadrato magico 
Înciso su di una lastrina d’argento. Amuleti di tal genere sono 
ancora in uso in alcune regioni d'Oriente. Il quadrato magico 
r=——_—__— 

(1) Per estesi particolari sulla teoria dei quadrati magici si possono consul 
tare: G. Arnoux «Les espaces hypermagiques» e A. Margossian < De l'ordon- 
Nance?des nombres dans les carrés magiques impairs» Parigi 1908, Editore 
Hermann; da quest’ultimo volume ho ricavato gran parte del capitolo sui 


quadrati magici dispari. 


emo. Si potrebbe 
Usare n prog 


differenti. Per ge 
Useremo in principio solamen 
Progressione costituita dalla: 
dei numeri interi naturali a 
minciare dall’ unità. 3) 
La somma costante per colo 
lighe o diagonali è detta la. 
stante del quadrato, + 
La somma dei primi n? num 
Naturali è EI 


lessioni 


aritmetiche 


n? La costante 


841 
di un quadrato sarà Lt 


2 


ché vi sono n 


righe o colonne, a 
cesi base, modulo © radice del 
1 numero n delle 

coll’occupa i dei 


Caselle del suo lato. Cominceremo | 
Tei dei quadrati i] Cui 


Modulo dispari é un DUE 
due, e vedremo poi seguendo quali non 
tali quadrati 8 Quelli i cui moduli non f 


SÌ possa 
‘i sono num 


Passare da 
eri primi, 


Mentale, Ossia la serie dei primi 
i seguito per 


fighe di 5, no- — 
5 è uguale aq] prodotto del 
mero centrale 13, e che 


on n Ì 24 [80 t 
un ordine determinato, Comin- i 


eremo coll’occuparci dei primi, dai quali d’ altronde molti 
ei secondi derivano. Si possono poi suddividere tali quadrati 
in due tipi dei quali ci occuperemo partitamente. 


Tipo di quadrati magici a disposizione obliqua. 


Per costruire un quadrato magico di modulo 5, per esempio, 
cominciamo coll’adottare la notazione usata dagli scacchisti, 
indichiamo cioè con a, b, e, d, e, le caselle della prima, se- 
conda, terza ...... colonna, e con 1, 2,3, 4,5 le caselle della 
prima, seconda, terza ...... riga. Cosicchè a 4 indicherà la 


A B 


Fig. 144. 


quarta casella della prima colonna, d 3 la terza casella della 
quarta colonna, che sono segnate in figura con Un punto. Chia- 
meremo poi diagonale ascendente la D B e diagonale discen- 
dente la A C. 

Immaginiamo ora, attorno alia scacchiera principale, trac- 
ciate altre quattro scacchiere uguali A, 8, ©; D» disposte come 
nella figura 445, Collochiamo poi il primo gruppo (1 a 5) della 
Progressione, partendo da un punto qualunque (per Ora; Yer 
dremo fra poco quali posizioni siano da eccettuarsi) ; siansi in 
| tal modo occupate le caselle che diremo regolari 4 3, d 4, C 5, 
coì numeri 4, 2, 3, e le due caselle d 4, e 2 della scacchiera A col 


4 eil 5. Riporteremo il 4 e îl 5 nelle medesime posizioni, ma 
nella scacchiera principale. Al disotto del 5 collocheremo il 6 
e successivamente, sempre seguendo la diagonale ascendente 
il7,18,i19e il 10, Questi quattro ultimi occupano quattro ca- 


ia 


ra ue î 


i 
Cai 


allela alla diagonale ascendente, il cui posto a partire da 
st'ultima, sia precisamente quello della linea magica nel 
uppo fondamentale. 

Alle linee e colonne di questo gruppo fondamentale sì può 
P subire qualsiasi permutazione; tutte le disposizioni così 
tenute potranno venir considerate come altrettanti gruppi È 
Indamentali sui quali si potrà operare come già si è veduto 

il gruppo fondamentale naturale. Si avranno sempre del .L'& 


jadrati magici, purchè sia soddisfatta la condizione di collo- .... 
are sulla diagonale ascendente la linea magica 0 mediana 2 
del gruppo fondamentale considerato. È È 
Esempii. In seguito a diverse permutazioni siasi trasformato ci 


i gruppo fondamentale naturale in quest'altro. “0 


15 8 |18 24 


Fig. 146, Fig. 147. "9 


Cominciamo col collocare su di una diagonale parallela, 
alla diagonale ascendente, la seconda riga 3, 5, 1, 2, 4; poi al 
disotto del 4 il 13 e successivamente 45, 11, 12, 14, della riga 
Magica, sempre secondo la regola sopra stabilita; sotto al 18 
collocheremo poi 1’ 8 della riga successiva, ecc. 

Si potranno così ottenere un grandissimo numero di qua- 
drati magici differenti, nei quali si potrà far occupare ad un 
dato numero, non appartenente alla 7°é9@ magica, una casella 

| determinata, purchè non appartenente alla diagonale ascen- 
dente. Tali caselle sono in numero di n*—r ossia (n 1). 
Finora si è detto di collocare il primo numero della seconda 
| riga del gruppo fondamentale, immediatamente al disotto del- 
l’ultimo numero della riga precedente; ma si può invece col- 
locarlo 2, 3, ecc., fino a (n—2) caselle più in basso e proce- 
dere poi come al solito, pur ottenendo sempre dei quadrati 
magici, come nel seguente esempio, nel quale lo spostamento 


PP Mm i — i rina = - 


ei quadrati ma 
1 


gici iscrivendo | 
O fi 


numero 
del gruppo fondame 
nel nostro caso) co 


al centro del quadrato. — 


Fig. 151. _ Grado 3. 


_2- 


sollocare i successivi numeri da sinistra a destra venissero 
disposti da destra a sinistra (vedi fig. 153). 

"Un quadrato magico del tipo obliquo finora considerato, ec- 
‘cettuati quelli di grado (n — 2), si trasforma in un altro pure 


Fig. 152. - Grado (n—2)=5. 


ia es stesso tipo, se si trasportano un numero qualsiasi 
Ss a parte superiore-inferiore alla parte inferiore- 

È , a condizione di trasportare poi uno stesso numero 
di colonne da destra-sinistra a sinistra-destra del quadrato. 


v|2/25|18 u 


3 |a lil 


220|18| 6] 


Fig. 153. Fig. 154. 


Così, per esempio, nel quadrato della fig. 153 trasportando 
al disotto le due righe superiori e poi a sinistra le due colonne 
di destra, sì ottiene il quadrato magico della fig. 154. 

a Sì possono far subire altre numerose modificazioni ai qua- 
È drati di questo tipo Così, per esempio, abbiasi un quadrato 


pitt 


to] 12 


IL 4 
Fig. 155, È 


lun gry to) 
Modo che Per andare dar = 


ci. 


Fig. 167, 


triangolo; si potrà f 
quadrato con le nuove 
Ottenute, che non sarà più del 
tipo obliquo ma di quello che 
descriviamo nel paragrafo se 


guente, 


1 successivo si debba seguir 
lo spostamento: del cavallo nel 
gioco degli scacchi; cioè, i 
diagonale d’un rettangolo di 
Ue caselle in un senso @ Ud 


nell altro; senonchéè nel no 
Stro Caso 


d’un rettangolo di due | 
Nel senso orizzontaleò 


dì una Casella in senso ; 
© € con 2y quello. 


due caselle nel senso verticale (semplici pareanizgii ci pone 
one) potremo indicare con (2 + 2y) le coordina ri pair 

ero qualunque rispetto a quello che lo ge lie 
#+?y) indicherà la posizione d’un numero rispe 7 pipe 

he lo precede di due posti; cosicchè (k@ + Py) #; e sos 
n generale, che per passare da un certo numero ad un sb; 
litro, occorrono £ spostamenti d’una casella nel senso Orìz 0° 
ale e p nel senso verticale. Converremo di assuriore ia “ 

Drigine delle coordinate la casella d’angolo a sinistra, in ve» ù 
Quanto ai coefficienti di @ ed y essi non potranno avere ché 
alori interi inferiori ad (n — 1). ; 

| Per costruire un quadrato magico con questa regola si reti 
Mincia col collocare il primo numero della prima riga d un 
gruppo fondamentale, in'una casella qualunque; sì colloca il 
Successivo a salto di cavallo nel modo indicato e verso destra 
în alto. Quando tale salto conduce. ad una casella esterna al 
quadrato in costruzione, si 


olloca il numero nella ca- | 18? 35 i 451431 23: 40 
Sella di uguale posizione nel er è 
quadrato in costruzione, co- 9:26: 4: 24,1 8 pi 
me già sì è veduto per i ‘qua- === EEE i 
drati obliqui. \7 | ui fi a [12 |28 3 
Ecco un esempio (fig. 158). |-—\/|\/—-|77 

Quanto all’ordine delle ri- || È SLA 2 pad 
ghe e colonne del gruppo I ' 93 | 43 ! 11} 281 38 16: 
fondamentale esso può es- a —nttesotani 94 | 
Sere qualunque, e il primo || og! 41 | 2 | 19|29| 46 
Numero si può collocarlo in | musa; un pes 


Una casella qualsiasi, senza 
restrizione. = Fasi 


Se in un quadrato magico | 


del tipo a salto di cavallo 

sì opera una permutazione nt 

circolare delle righe e delle a 

colonne, il quadrato non ....... : 

viene alterato nella sua ma- Fig. 158. 
gicità, neppure nelle diago- o : ; i dà 

| nali; e ae carattere è proprio dei paggena enni ge 

| bolici. Così, per esempio, dal quadrato fig. 1 ima colonna da 

fig. 159 per il semplice spostamento della pr 

sinistra x A ’ 

Il Sp si può anche farlo secondo la diagonale d’un 


18 — Gurrsi. — Mat ‘lett. 


— 224 — 
Pettangolo di 1 per 4,1 per 5, » 


bbiano successivamente queste 0 
(0+3y) (0+4y)..... 


così ottenuti, salvò quel 
Ossia possono subire pe 
o di colonne, restando 

Anche quì, come si è 
obliquo, il quadrato de 
larità di avere una diag 


rmutazioni circolari qualsiasi di 


del gruppo fondamentale. 


lesse SSA 
=———ceuus 


17 84 | 4 12 |-22 39 


25/42/3/9%0|30|47 


33 {43 | 11] 98 38 | 6 


30 | 31 


BOESE 


i PRI: POS 


4 |21|31]4g 9|10/14|4t 
eee OT 


Fig. 160. 


quadrato di tal genere cioè di mi 
= 5 passi, derivant 


*-- 1 per (n—-2) caselle, cioèin 
modo che i numeri abbi dinak 


[D+(n—2)y]. Anche questi quadr 
li del grado (n — 2), riescono diabo) 


magici. (V. fig. 161-162-163-164-165-166). 
è già osservato nei quadrati del ipo 
lla serie limite (n — 2) offre la ps tico-. 
gonale costituita dalla colonna magi 


37 | 38/42/38] 40 | 41° 


44 | 45 | 49 46 | 47 #8] 


ea a Lara 
s|ao|44|29|21 


a |to| 4 RG 
37 | 22 


È 7|2|30\15|13| 


||| 


18 | 14 


Fig. 4161. 


n ARE \s|ti 
DO 0\2|1 


3 |20| 12 


i_—muu[|[|[u[atiriaa 


e —_ = 
lrn rn 


——_—j—|—T—T—|—— | 


nntont—_too=_tet 


—_ | —t_|—-|—_|—_-{! 


La fig. 167 offre un esempio di tali quadrati limiti. 
_ di quadrati magici si possono ottenere collocando il p 
T mero d’una riga del gruppo fondamentale, non al d 


I 
i 
Ea 
a : 
È: 14 | 16 | 23 
È Fig. 167. - Quadrato limite. 
È pure al disopra dell’ultimo della riga antecedente, ma bensì 4 
K: 3, < *- + - posti à destra o a sinistra di esso. La fig. 168 fo 
i un esempio d’un quadrato di modulo 7 nel quale tale s 
È 34 | 15] 5 | 40|26/ 
v — LICS*H>sSS — j 
s: 42 | 23 | 11448 HI 
È ia — | al 
F: 43 | 31/19] 7 
r “7 |A ene 
b 2 | 39 

10 | 47 | 35 | 16 

18| 6 | 36] 24 

(-_ |__| 
26 ! 14144 | 32 
Fig. 168. Fig. 169. 


mento è di 3 caselle (3) e il passo 2, mentre nella fig 
abbiamo un quadrato Magico di grado 1 a passo (2 2+31 
La fig. 170 rappresenta un quadrato di spostamonto ® 
passo (0+2 y). i 
Il quadrato della fig. 171, di modulo x: corrisponde pure di 
«spostamento 2 e al passo (C+2y). p 


2098 = 


modo un’altra direzione qualunque, e tanto in un caso come i 
nell’altro i cinque numeri avranno somma magica. Partendo ® 
poi dal secondo numero della prima direzione, per esempio, e | 

seguendo una parallela alla seconda direzione troveremo una | 


Fig. 173. 


altra serie magica di 5 numeri € Così via formando un que= Mf 


drato magico, come si vede nella fig, 173. La regola è generale | 
| qualunque sia il modulo n, ma fanno eccezione le due direzioni 
parallele alle righe e alle 


colonne del gruppo fondamental@; © 
cioè parallele alle direzioni Principali di “=. ma 
Ricordando le notazioni È 


— 279 — 
La diagonale ascendente sarà: 
q+8=30+ 3 yY 


e quella discendente : 


Se iaia 9 |21|3|10| 


esse pure magiche perchè non aral- rapa er 

lele alle direzioni principali del praga |: | |t9} 
Il quedrato è dunque magico @ il suo 

spostamento è 42 +38 e il suo grado Fig. 174. 
ta+28. La sua diagonale ascendente 

è costituita dai numeri della diagonale ascendente del gruppo 
presi 3 83. L'esatta soluzione del problema dipende dalla scelta 
giudiziosa dei parametri delle due equazioni fondamentali. 

In generale, perchè due equazioni del genere: 


z=Aa0+by e a=a'0+0'Y 


possano dare un quadrato magico occorre che il determinante 
(ab'—ba') dei loro parametri sia primo col modulo n del 
gruppo prescelto. Tali due equazioni permettono di risolvere 
numerosi problemi relativi ai quadrati magici, dei quali ecco 
alcuni esempi : 
d si Determinare la casella che un dato numero del 
ndamentale naturale occuperà nel quadrato. 
b) Quale è la posizione, nel gruppo» di un N 
quadrato occupa un posto noto? 
Agia il grado del qua 
ioni che lo determinano. 
h d) Dato un tipo di quadrato regolare» aeterminare È Pa- 
Sa delle due direzioni principali ch 
ale tipo. 
(fig. 175) è de- 


gruppo 
umero che nel: 


arato conoscendo le due 


Ecco ora mpi venne tra- 
qualche altro ese io. Il quadra t 
dotto dal gru ne le la rig 4 
gruppo naturale 1 quale l dedotto dal 


Sportata in prima fila, e il quadrato fig 1 
i URRA fordementale naturale UG Guest prima. S 
nero tras i di 
portate in basso. cimici uadrati & salto di 

tur i 


Facciamo ora seguire alcuni esempll » 
cavallo (fig. 178-179-180-181-182) dedotti da) gruppo Sii 
a d’origin®» I 


quali l’unità è stata posta nella Rae 
LE quadrati limite. 


e corrispondono ® o 


21 [106| 481 : 197] 


{_-|- 


(111/75 [47 


5 121/74 |46|4og] 


Vate edi 
: pui gue is 
Fig. 175. | 13 |109| 51 | 489/42 


Quadrato obliquo di Modulo 11 - 
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fr _ — _ i — II ET 
113] 31 [164] 75] 6 ri 50 [163] 94 | 25 |138 56 | 91 


30 \156 74) 5 [118] 49 |162| 198 | 28 4 |137| 55 


3/4 |i30|s8|161|92}: 23 |136| 54 89 | HM 


i 2 i 
| n 3 iui 47 \160|104| 22 135] 53 | 88 [110] 28 
| 


|2 |128] 48 [159 |103| 21 |134| 65 | 87 \109| 27 |153 


{127 | 45 158) 102 | 20 (133 84 | 86 [108] 39 152 | 7 


._—T|-— -| } Ì 
I —_——|—-|_— 


|44 | on 19 (132. 68 \85| \107| 38 | 151| 69| 13 


| i _— 


lis9|100| 18 |131) 62 84 1106] 37 |150| 68 | 12 | 


UE VIN dea iaia na Seen O 


199 | 47 |143! 61|83|105! 36 [449] 67|t1|124 


nni RR | La 
[46 |142] 60 | 82 |117|35 |148|66|40|123| 41 |167|98 


(110 [51 [no 34 |147| 78 | 9 |122}| 40 |166| 97 


158 | 80|415|33|146|77|8 |121|52|165|96 


i| |. 


| 79 [44] 32 |145|76|7 (120| si |164| 95.| 26 |139| 57 
ia 


Fig. 177. — Quadrato obliquo di Modulo 13 sd n 
Grado 5 - Costante 1105. d 


9 | 26 | 36 4 |13|15|24|33 


6-14 


49 |10|27] 


25|42| 3 


32 

—||_ 
8 

" 


61/2 ii I \18|35 


a bi 


||28 | 38 SA 33 | 43|41 
| Fig. 178. — salto di 4 passi 
Grado 2 


Modulo 7 - Costante 175 


37 | 14 |142/ 89 | 77 


Co bee: Lr i ee (A 


105| 82 | 59 | 36 


49 | 26] 3 |101] 78 | 66 43 | 20 [118] 95 | 72 


45 | 33 | 10 |108 


121|98|75/52/29/6 104 | 81 


117 


58 | 35 | 12 


28 
110 87 64 


i 


100| 16153 | 79 |116/ 30 [ca 


32 | 58 
87 [113/29 66/92] g [35 


Tao 
+ [41 |67|106/ 20/4 
3875/10] 17|5g Omm 


Fig. ii. 


E IR SS E 
6 |80|44|118|71|24|109| 62 15|89| 53 


7 |31|105| 58|22|96 | 49 i te 40 | 114 


4 |\{16| 69 | 33 |107| 60 Dl si|4 78 


|__| 


103] 56 | 20|94|47|t1}|85|38|1412 76 | 29 


18|92|45|9|83|36|121| 74|27|101]65 Lo 


î _— 
58 |7|81|34 119| 72) 25 | 110] 63| 16} 90 


7943 |t47|70|23 |108| 61|14|99|52 5 


115|68|32|406|59|12|97|50| 3 |88 


| ASPRI (SES, (RFI (OMERO EROI | 


30 |104| 57 21 |95|.48|1|86|39|113|77 


Pas sed Tsui ale Ser 3a noe 


66 19 | 93 | 46 10 | 84 | 37 |111|-75| 28 |102 
dI 55|8|82|35|120| 78 


26 | 100] 64 | 17 

Fig. 182. — Salto di 6 passi - Grado 4. 
pa — Il seguente quadrato magico, di modulo 5, con la Co y 
stante 65, di B, Portier, non risulta costrutto con alcuna delle 90 


regole indicate e non dipende nè da un diabolico nè da Un , SAD 
quadrato a cintura. 


Fig. 183. 


Quadrati magici dispari a moduli nol primi. 


Dato un gruppo fondamentale di modulo dispari cp si nil 
ba : linea qualsiasi, inclinata sui due di tal gruppo nol 
a contrerà sempre n numeri diversi, : 


RO RIN RIA ; 


— 284 — 


Se i parametri a e è d’una direzione & 


:=@ + sono primi‘ 
tale direzione passa per n punti di- 
0 a linee e colonne differenti, e sarà | 


col modulo n del ETUPpo, 
stinti appartenenti ciascun 
magica. 


Se uno solo dei parametri, a per esempio, è primo con n è 


l’altro no, le ordinate dei varii numeri incontrati dalla dire- | 
zione considerata non sono tutte differenti, ma le loro ascisse 
lo saranno, dimodoché questa direzione passa pure per n punti 
diversi; ma non si può affermare che sarà magica; infatti 


alcune soltanto delle linee che essa determina offriranno la È 
magia voluta. 


Nel caso in cui a e d abbi 


dulo n, ossia se n = pla direzione ar + d y non incontrerà 
più che p punti diversi, in modo che la formazione del qua- 
drato magico con tale direzione diviene impossibile. 
Condizione essenziale per la possibilità del quadrato si è che 
il determinante (a d' — a')delle due direzioni principali sia di- 
verso da zero (se fosse nullo, le due direzioni non sarebbero 
distinte) e primo col modulo. È inoltre necessario che in ogni 
una delle due equazioni, i due parametri non siano nello stesso 
tempo non primi col modulo, 
Non sempre però queste condizioni sono sufficienti. 
In generale, se i quattro parametri, come pure il loro deter- © 
minante, sono primi col modulo, si Ottengono quadrati a linee 
» e colonne magiche, nei quali però non è assicurata la magi- 
Cità delle diagonali. Occorre che le due equazioni forniscano 
pure delle diagonali magiche; ora spesso avviene che le quan- 


;  tità «+8 e g—a che le determinano abbiamo uno dei loro 
3 parametri non primi col modulo, il che, come si è veduto, può 
alterarne la magia. 

Abbiasi, ad es., il gruppo Naturale di modulo 9; la somma 
magica è 369. Siano: 


SAI y B=@— y 


le equazioni delle due direzioni Principali sc 
zione del quadrato ; i loro parametri ed 
sono primi col modulo. Ma si ha pure : 


B+B=y e 


quindi la diagonale montante sarà costituita 
del gruppo, necessariam: ite la med 


elte per la costru- 
il loro determinante 


B-a=25_3y 


da una colonna 
lana, poichè è la sola ma 


amo un fattore comune e col mo- È 
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{ gica. La diagonale discendente che è funzione del parametro 3, 
| varia secondo fl numero che viene posto all’origine del qua- 
| drato. 

Solamente i numeri 5, 32 e 59 (distanziati di tre in tre) rendono 
magica la diagonale considerata. Così la direzione ee_- 37) 
l' non è magica che per alcune delle sue linee. 

Passiamo ad un altro esempio con: 


a=—@+2Y g=50—-2Y 


Il determinante a b' — ba' = — 8 ossia uguale all’ unità, po- 
3 tendosi aggiungere un multiplo qualunque del modulo, senza 
î alterare le quantità. Le due diagonali saranno definite da: 


polipi cpc e B-a=680—AY 


o la iaconata ascendente è costituita dai numeri della 
fi cero pr intervallo di 4. Di tale 
si soli numeri 37, 40 e 43 posti all’origine del quadrato as- 
curano la magìa della diagonale discendente. 
porre più ricorrere a tali restrizioni quando si faccia 
Intal ; gruppo fondamentale una conveniente trasformazione. 
Ein ss alla sola condizione che il determinante dei pare 
lunque i ni col modulo, le equazioni di due direzioni qua- 
& punti un sugli assi del gruppo © passanti ciascuna per 
lan Sa erenti, daranno dei quadrati magici. Si dovrà veri 
“ ilche è da: diagonali pure passino per n punti differenti, per 
non sia sufficiente che i due parametri delle loro direzioni 
sà no nello stesso tempo non primi col modulo, come già 
1 è veduto. Così è del gruppo seguente : 


64 - 65 + 66 - 68 - 69 » 67 + 72 - 70-21 
55 - 56. 57 - 59 - 60 - 58 - 63 » 61 » 62 
78 + 74. 75-77-78 76-81-79 - 80 
28. 29. 30 - 32 - 33 + 34 + 36 34 + 35 
46 < 47 - 48. 50 + 51 - 49 + 54 > 52 +53 
97 - 38-39. di > 42 + 40 > 45 + Age 
19-90 - 21.23. 24 + 22-27 28528 
30-41. 19 + A 150° SR 
è. 2. 8:50 CARA T.at8 
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Applicando ad esso le equazioni : 


a=8@+y B=5©+2y 
per le quali si ha: 
ab'—ba' = 
si troverà che le equazioni delle diagonali sono: 
x+tB=4®+3y B_a=—3®+y=6@®4+y 


e sì ottiene questo quadrato magico: 


che ha il passo « — 8. Se ne possono pale 
mutare circolarme 


onne senza alterarne la 


— 287 — 
{° Quadrato di cavallo, semplice : 
p=82+8Y 


Fig. 186, 


2° Quadrato di cavallo di grado 1 e di passo « + AB: 


a=50+4y 3=80+84Y 
x+8=40+3Y 


— 288 — 


2.° Il quadrato di cavallo di passo a +7 8, è l'ultimo della @ 
serie. Non si può collocare un numero qualsiasi del gruppo in. 
una casella ad arbitrio. Dovendo la colonna magica occupare È 
la diagonale discendente, rimane limitato il numero delle ca- 
selle nelle quali si può collocare îl primo numero per costi- 
tuire il quadrato magico. Il quadrato seguente è ottenuto di, 


sponendo il numero 68, appartenente alla colonna magica, nella 
casella superiore di sinistra. 


i6lz5l4[tolsle | 86 40145 


16|59|30|3g]io{7{70{5s4loel 


| 13 69 {77 ]48|20|41]|62|34 | 45 


127|4|60|32|39|1t1|64|80 52 


51/23| 3 | 56 


42 | 14 | 66 


57|29|sr|a{zo{si| gol ol 
Fig. 188, | 21° 197]! È ll fel ft 


In tutti i quadrati di cavallo, 
medesimi numeri disposti nello 
rispondenti a quest’ultimo quadrato sono: 

«=6®+7y 


B=8@+8y 
La diagonale discendente 8 — a — Y è dunque appunto costi* | 
tuita dalla colonna magica del gruppo. 

Questo gruppo trasformato fornirebbe ugualmente dei quar 

drati di tipo obliquo, di diversi gradi. Se ne possono pure de- 

‘ durre, come per ì moduli primi, dei quadrati di cavallo d’ordine 

e di grado della forma (ke | m g). Così il seguente quadrato 

RGICO Rail passo (e +4£)e il grado (3, — 8).LA equazioni 
corrispondenti sono: RE 


a=8 + y B=5042y 
da cui: 


. A+B=4®+43y 


le colonne sono costituite dai 
stesso ordine. Le equazioni cor- 


BP_a= 


=-30+y=6x+y 
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arati che si posson6 dedurre da un 
gruppo trasformato sia assai grande, non si possono però ot- 
enere tutti i tipi che possono fornire i gruppi di moduli primi. 
‘ostacolo sta nella natura stessa del modulo. Non si potrà mai 
ostruire un quadrato il cui grado non sia primo col modulo. 


‘Benché il numero dei qua 


Fig. 189, 


finiodo Arnoux. — Sia un modulo n= "9 ® supponiamo P° 
ed s primi. Si comincia col formare due quadrati di moduli 
E 8; poi si sostituisce ognuno dei numeri di uno di tali qua- 


{ ——€=@"s 

{31(36|29(76|81|74||19| 18 at 

i È Meda 
79 | 12 | 14 | 16 


30|32|34|75|77 
10 [45] 


35 |28|33|80|73|78|\17 


- uf ni 
22 | 27 20 | 40 45 | 38]|58|63| 56 


21|23|25|39|4 43||57|59|61 SJnI 


42 || 52 | 95 60 
est ae 


lr fn 


26 | 19| 24|\44| 37 


Fig. 190. 
ne” 19 — Guensi, — Matem. dilett. 


VIA 


a 3 ri 
i. o pr Li 


RE SIE PT cn 


drati, quello di modulo r, ad esempio, col suo prodotto per $/@ 
operazione che non altererà evidentemente punto la magla 
del quadrato. Si sostituirà quindi al numero contenuto in cis 
scuna delle caselle di questo nuovo quadrato la somma di 
questo numero con ciascuno dei numeri del quadrato di mo] 
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67 |72|65/94|99]92[[175]180|173]193] 198101] 30 1/96 
l66|68|70|93 | 95 [or |az4|ir6 178 | 192 | 194 
lm 64 | 6998 |91 [gelo 172 |177|\197 | 190 
\t66|471 166 |202 [207 200 4 9 | 2 |[85 
|165|167 | 1691 201 | 208 2083 |5|7]38 
170 | 163 168 |206 | 199 2068 | 6 || 89 
119 [18 [t1|76(81|74|1t12]t17]1t0||199]144 
12 [14 [46|75|77|79]tt|[ts|tslltss| 0 
17 |10|15]80|73|78||t16|109 ts ltsa 136 
130 | 135 [128 [148 [159 t46||211 216 [209|| vè 27 | 20/40 | 5é 
|129|131|138||tu7]tuo|ts (210 212 |2t4| 21 | 33 | ao ll s6 | 00 
134/127 |132 Mame 208 213 26 | 19 | 24 || 53 46 
184|189/182|| 40 [45 [3g] 58 | 63 | 56 1121/4126] 119||157 | 162 
183 | 185 | 187 39 41 | 4357 sal 120 | 122 tori 156 | 158 
37 | 42|62|55|60||125| 118 | twsllio|tst 
Fig. 191 


8° e sarà ma 


gico. 


ni 
ME 


rà s° numeri. Questo 


24 — 


Il metodo: è applicabile ad un modulo composto di numeri 


primi qualunque. 

Una volta costrutto un quadrato di modulo n = $ si co- 
struirà, applicando la stessa regola, il quadrato di modulo r° s È 
e-così di seguito per un maggior numero di fattori. Diamo esem- 
pio di due quadrati di moduli 9 e 15 costrutti con tale metodo. 

Il primo (fig. 190) è costituito di due quadrati identici, di mo- 
dulo 3, e il secondo (fig. 191) per mezzo dello stesso quadrato 
di3 e d'un quadrato di cavallo, di modulo 5, di passo 3. 

Altro metodo. — Consideriamo ad esempio un modulo n = 3C 
per poter ‘applicare il metodo basta saper costrurre un qua- 
drato di modulo C. 

Si dispongono le linee e le colonne del gruppo naturale in 
tre serie, senza modificarne l’ordine. Il gruppo si troverà così 
diviso in nove compartimenti contenenti ciascuno € linee © C 
ca Ognuno di essi costituisce un gruppo fondamentale 

1 modulo C che può dare origine a numerosi quadrati. Le co- 
stanti di questi nove gruppi sono in progressione aritmetica 
: linea e in colonna, di ragione però diversa. Tali costanti 
"fron dunque pure un gruppo fondamentale di modulo 3. 

i costruisce un quadrato magico dedotto da quest’ ultimo 
e e sì sostituisce poi il numero che occupa le sue singole 
A elle, con uno dei quadrati magici aventi tale numero come 

ostante. Il quadrato magico di modulo 3 € sarà così costituito. 
pi la regola ai gruppi naturali di moduli 9, 15 e 21» 
ot che il primo di tali gruppi diviso in nove comparti 

î à, con le costanti relative a ciascuno di ess» il gruppo 

ondamentale ausiliario : 


33 42 51 
M4 113 132 
195 204 283 


n quale si deduce, con la regola già nota, il q 
guente, la cui costante è 369. 


uadrato magico 


Fig. 192. 


Sostituendo ciascuno dei termini di questo quadrato cor un 
quadrato magico dedotto dal gruppo corrispondente, si otterrà 
un quadrato magico di modulo 9. 

Il gruppo di modulo 15, diviso in nove compartimenti costì- 
tuiti ciascuno da 25 numeri, darà con le costanti di ciascuno 
di essi il gruppo fondamentale : 


165 190 245 
540 565 590 
915 90 965 


da cui si dedurrà il quadrato seguente che ha per costante 1695. 


Fig. 193. 

—__L__ 

Si sostituirà ciascuno dei termini con uno dei numerosi qua- 

drati di modulo 5 che si è veduto come si possono costruire. 
Così, per il modulo 21, si avrà il gruppo fondamentale: 


469 518 567 
1498 1547 1596 
2527 2576 2625 


da cui si deduce il seguente quadrato : 


Fig. 194. 


E si sostituirà ciascuno dei termini co 
modulo 7 ricavati dal gruppo corrispon 
dere questo metodo al caso di moduli c 
qualsiasi di fattori 


n uno dei quadrati di 
dente. È facile esten- 
omposti d’un numero 


— MI 


Quadrato magico di lato tre. 


I primi nove numeri si possono disporre in quadrato magico 
‘inuna sola maniera (fig. 195), che però si può ripetere în otto 00- 
‘rietà per così dire, quando si vogliano considerare come diffe- 
rentiiquadrati, effettivamente uguali, che differiscono da quello 
indicato-solo per avergli fatto subire ro- 
| tazioni di 90, 180.0 270° nel senso delle sfere 
i dell'orologio (fig. 196 a 202) o per avere 
seguito un ordine inverso nella distribu- 
Zione dei numeni, che dà però quadrati 
identici a quello della fig. 195. L’identità 
i consiste in ciò che le somme costanti 
sono sempre ottenute coi gruppi 41, 5, 9 - 
(36,7-3,4,8-2,4,9-3,5,7-1,6,8<pa- 
pe ai lati del quadrata e 2, 5, 8 Fig. 195. Ss 

SEI iagonalmente; dovendosi con- SL 
siderare come quadrati magici effettiva- + 98 
mente differenti quelli sui quali la magicità è ottenuta cOn 
sggruppamenti di numeri varii dall’uno all’altro. : 
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Metodi di De la Loubère 
per quadrati magici d’ordine dispari. 


Questo metodo è assai semplice. Si comincia col collocare il 
primo numero nella casella media della prima riga seguendo 
poi la diagonale fino al 5. Il 2 e il 3 che restano compresi nel 
quadrato ausiliario A si riportano nelle caselle della stessa 
situazione nel quadrato principale, come pure il 4 e il 5 che 


Fig. 203. 


si trovano nell'altro quadrato ausiliario B. Poscia nel quadrato 
principale si comincia la seconda serie di cinque numeri col- 
locando il 6 immediatamente al disotto del 5 e seguendo poi 
un andamento diagonale con successive trasposizioni, come sì 
è detto sopra. Si collocherà l’11 al disotto del 10, ecc. 

Se si cominciasse collocando il primo numero in und aa 
qualunque si avrebbero dei quadrati magici per righe e per 
colonne, ma non sempre per diagongli, 

La figura seguente dà la spiegazione della magicità della di- 
sposizione ottenuta col metodo De la Loubére. 
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ie in questa figura si possono far su- 


4ke5un numero 1.2-3-4-5= 120 di 
10, 15 e 20se ne possono 


Possiamo osservare cl 
re ai simboli 4, 2, % 
ermutazioni diverse, € ai simboli 0, 5y 


| 


15+2 | 20 +4 | 041 543 | 10+5 


20+3 | 045 | 542 | 10+4 15+1 


o44 | 541 | 1048 | 16+5 | 20+2 


_ 


5+45 | 1042 | 15+4 | 20+1 0+8 


__ 


1041 | 1543 | 20+5 0+2 5+4 


Fig. 204. 


far subi ; 

e < SP -3.4+5= 24; sicchè combinando le prime 120 
nu = con queste altre si avranno in tutto 120x 24 = 2880 
distinti. magici, dei quali però 720 soltanto sono veramente 


Quadrati magici pari. 


In € 
un quadrato di 16 caselle disponiamo nel loro ordine na- 


turale i Pao 
ale i 16 primi numeri (fig. 205). Lasciando poi al loro posto Î 
li altri Owto nel 


Numeri ; : 
i delle diagonali, permutiamo fra loro & 3 
uto sarà magico. 


modo indi 
0 indicato nella fig. 206. Il quadrato otten 


Fame) (EE 


dlito\1|12 


è sti 
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Metodo generale di De la Hire, 
applichiamo subito il metodo al quadrato di modulo 6, Si co. 
struiscono due quadrati ausiliarii, il primo coi numeri dall'i 
ai 6 secondo queste regole : 
1.° Nelle caselle della diagonale principale si scrivono i nu 
meri 1, 2, 3, 4,5e6in modo che i numeri complementari siano 


in caselle complementari, cioè Nell’ordine naturale oppure in 
quest'altro: 2, 6, 3, 4, 1, 5. 


— Per maggior chiarezza 


ig. 209. 


2.° Ciascuno di tali numeri viene ripetuto nella casella a 
sociata verticalmente ossia, Nella casella che nella medesima 
colonna occupa un posto dello Stesso ordine a partire dalla 
periferia. 

3.° Nelle caselle libere della prima Colon 
volta lo stesso numero già scritto in due ca 
numero complementare (p. es., nel Nostro e 


na si iscrivono una 
Selle e tre volte il 
as0, si scrive 1 @ 8) 
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È senza imporsi un ordine, ma in modo da soddisfare alla con- 
dizione espressa nel N. 3 delle regole sotto indicate. . 
ic Inumeri complementari di quelli della prima colonna 
| vengono riprodotti nelle caselle associate orizzontalmente con 
Î quelle della prima colonna. 
2 5° Le caselle libere della seconda e terza colonna sono 
È riempite secondo la stessa regola seguita per la prima colonna 
i e nelle caselle associate orizzontalmente a quelle di queste due 
È colonne si iscrivono i numeri complementari. Il quadrato così 
{ costituito è necessariamente magico secondo le righe, le co- 
i lonneele diagonali. 
Ecco le regole per costruire il secondo quadrato ausiliario: 
{° Nelle caselle della diagonale di sinistra si iscrivono i 
' numeri 0, 6, 12, 18, 24 e 30 disponendoli in modo che due ca- 
{ selle complementari contengano numeri complementari. 
_ 2*Le caselle associate orizzontalmente con quelle della 
diagonale vengono occupate dai medesimi numeri che occu- 
pano quelle della diagonale. 
3° Le caselle libere della prima riga vengono riempite col 
numero già scritto due volte nella medesima riga 0 col suo 
complementare (p. es., nel caso nostro con 10 o con 30). Si può 
seguire un ordine di iscrizione qualsiasi, imponendosi però due 
condizioni: 
a) la riga deve contenere tre volte ciascun numero ; 
= d) se una casella della prima riga del primo quadrato au- 
siliario ela casella associata verticalmente, contengono numeri 
pristcenteri, la casella corrispondente della prima riga del 
condo quadrato ausiliario e la casella associata orizzontal- 
Mente debbono contenere lo stesso numero. 
2a can caselle associate verticalmente con Kg 
ei sì iscrivono i numeri complementari i q 
A nella prima riga. 7 e 
Sa D° caselle libere nella seconda e terza riga S x ni 
ia essa maniera di quelle della prima riga e nel ssi 
esse associate verticalmente si iscrivono ! numeri comple 
Mentari. Anche questo secondo quadrato ausiliario riesce ma 


gico per righe, c ; i il primo. 
, colo diagonali come il pr s 
nuo Si la addizionale di cui 
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Che ciò non torni comodo; 
Presenza non impedisce d 
zionale, 

Nel caso d'un quadrato sem 
Soddisfare alla clausola restritt 


Primo quadrato ausiliario ha tutte le sue caselle associate ver- 
ticalmente (eccezione fatta per i due quadrati della diagonale) 
occupate da numeri complementari, al 
Per conseguenza, costruendo il primo quadrato ausiliario ed 
applicando la regola (8°), è necessario fare in modo che in cia- 
scuna riga, una casella almeno, non comune con la diagonale, 
abbia la Propria casella associata verticalmente occupata dallo 
stesso suo numero. Tale condizione può sempre esser soddisfatta 
se siha n.3? A 
Ecco ora il modo di costruire il quadrato magico. In ciascuna 
Sua casella si iscrive la somma dei numeri scritti nelle caselle 
corrispondenti dei quadrati ausiliarii, come vedesi nella fig. 210. 
Altre regole si possono seguire per ottenere quadrati magici 


di modulo pari, ma non crediamo di dovere qui insistere d 
più sull'argomento 


e, se ne vengono inserite, la lor 
i soddisfare alla condizione addi- 


plicemente pari è impossibile 
iva, se una riga qualsiasi del 


Fig. 211, — 


Quadrato magico di Modulo 10, 


ST sei 


gl quadrato magico d 
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ella Villa Albani ® Roma. 


LECTOR SI DOCTUS ADMIRATOR SI IGNARUS SCITO 


QUADRATUS HIG MATHEMATICE GONSTRUCTUS 


AB UNO USQUE AD OCTOGINTA UNUM 3321 UNITATES w È 


INCLUDIT QUAELIBET IPSIUS COLUMNA TAM IN LINEA a 


PLANA QUAM IN RECTA ET TRASVERSALI UNITATES 


369 QUE DUCTAE PER NOVEM GASDEM 3321 UNITATES 


RESTITUUNT ET APPELLATUR MAXIMUS QUIA MAXIMAM <A 


POSSIDET EX TENSIONEM VALE 3 
i ST 


CAETANUS GILARDONUS ROMANUS PHILOTECNOS ue 


INVENTOR A. D. MDGCLXVI. 


= "VS 


Diversi modi di generazione d’uno stesso 
quadrato magico, 


Juadrato magico è l'ordinamento 
umeri che lo costituiscono. Così, ad 
guente a ordinamento obliquo, dedotto 
ale naturale nel quale la linea magica è 
rimo posto è di grado 3x—38, 

Questo quadrato si può anthe 
considerarlo come di grado 4 se 
si prendono le linee del gruppo 
nell’ordine 


esempio, il quadrato se 
dal gruppo fondament 
stata trasportata al p 


22, 15; 43, 8, 36, 1, 29. 


La variazione del grado di- 
pende, come è evidente, dalla 
modificazione della disposizione 
delle linee del gruppo naturale. 
Analoghe osservazioni si pos- 
sono fare riguardo ai quadrati 
con ordinamento a salto di ca- 
vallo. 


Così il quadrato della fig. 185 


i 
i 
7 i ‘Pag. 286) è a salto di 4 passì è 
di grado 7 per il SPUPpo nel quale le linee siano disposte ini 
questo ordine: 
i, 46, 64, 37, 55, 19, 73, 10, 28 
e così via. 


Quadrati magici a Scompartimenti. 


Diconsi a scompartimenti quei 
scomporre in un certo numero 
Proponiamoci p. es. di costrui 
partimenti, di ottavo ordine. Di 
otto serie di otto numeri conse 


quadrati magici c 
di quadrati es 
re il quadrato 
vidiamo i num 
Cutivi ciascun 


he si possono 
si pure magici. 

magico a scom- 
eri dall’t al 64 in 
a. Componiamo 4 
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tuadrati di 4 ciascuno con due di tali serie che siano comple - 
mentari (sono complementari la 12 e 1° 83, la seconda e la 73, ecc.). 
Disponiamo poi i quattro quadrati nel modo indicato in figura. 
In questo quadrato a scompartimenti si può fare lo scambio 
di due dei quadrati parziali senza che esso cessi di essere 


‘magico. 


52 | 14| 15 | 49 


|| 24 | 42 |a 


45 9 ts | 48 


Fig, 214. 


esioni. > Il quadrato magico di 6° ordine non si può 

Il uo in più quadrati magici. 
temente un quadrato magico a scompartimenti deve eviden- 
Per o scomponibile in fattori ossia non primo. 
primi ruire il quadrato del 9° ordine si possono scomporr® 
i 81 numeri in 9 progressioni aritmetiche di 9 termini 


ci ; 
&scuna e di ragione 9, cioè : 


> 9 + 48 327 


E da termini di ciascuna progressione si forma un quadre”. 
ENNIO ci è» ordine; questi cnadrati parziali avranno Ber n 
Magiche 4144; 114, 117, 120, 123, 126, 12% 132, 435, che cO CC 

7 9 va da lat x 


“a 


sr 


SG el 
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x 
una progressione aritmetica ; si potranno quindi I 
gicamente queste somme come i quadrati di 3 corri DO 
Si ottiene in tal modo il quadrato della fig. 215 nel quale 


si possono però scambiare i quadrati parziali come nel qua- 
drato di 8° ordine. 3 


15 


; 


18 Il 29 


A zone. — Un'altra maniera di ottenere quadrati composti è 
dovuta a Frenicle e consiste nel cingere un quadrato magico | 
con una fascia pur ica, cioè tale da costituire, insieme col 

e ricinge, un nuovo que: 
drato magico, come vedesi nelle fi | 
gure 216 e 247, 

In questo modo 
quadrato pari a 
versa, i 

Volendo costruire con questo prote: 
dimento un quadrato magico conte 


nente i primi n? numeri, partendo dal 
quadrato magi 


si può passare da UN | 
a uno dispari € vice» 


fascia i 2 (n—1) primi numeri della Serie naturale, ed dl 
(n—4) ultimi numeri. Così, per n=7,} numeri riservati per 
la fascia saranno dall’1 al 12 e dal 38 al 49 inclusivamente. 
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La somma dei numeri compresi in ciascuna riga d'un qua- 
drato magico di modulo (n — 2) è 3 (n—2) [(n—- 2 +15 il 


termine medio essendo [n 2} +11 Così pure, il termine 


medio in un quadrato magico d’ordine n 61 (n3 +14); la diffe- 


renza tra i due è 2 (n — 1). Cominciando dunque col costruire. 


A quadrato magico qualunque di modulo (n —2) ® aggiungendo 
a quantità 2 (n — 1) a ciascuno dei numeri che vi si trovano 


m.:; 25% 
iscritti, il termine medio del nuovo quadrato formato è 7 (n +1). 


L.- SI ; ; 27 
l Am riservati alla fascia figurano per coppie n° edi,n ù. 
€ 2, n° —2 e 3, ecc., in modo che la media di ciascuna coppia 


e 4 
Sia — (n3 +1) e si devono disporre in caselle opposte della 


fascia, procedendo per tentativi. ; 
_Il metodo è dunque razionale rispetto al quadrato nueleo, 1° 
è empirico rispetto alla fascia aggiunta. Applichiamolo sn 
costruzione di un quadrato di modulo 8. 

Cominciamo col disporre i 36 numeri in due file nelle quali 
sì corrispondano i numeri complementari, cioè quelli la cui 
somma vale 37; avremo: 


- |; a ad 
3635 24 33 32 Si 300 29 28 27 26 25 24 23 22-21 20 19 
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Mediante otto qualunque dei numeri della prima ed 
loro complementari della riga inferiore formiamo un primo 
quadrato di 16 numeri (40 ordine) valendoct delle regole in pro-- 
posito già esposte, prendendo i numeri 
secondo il loro ordine crescente di gran- — 
dezza, per esempio: } 


12.38.46 000008 
29 + 30» 31°- 32. 33. 36. 85 «006 


in modo da ottenere la fig. 218, ; 

Prendendo questo quadrato come. nu- ; 
eo centrale di quello del 6° ordine da | 
costruire si vede che, dovendo in questo 
gica 411, rimarranno da collocare in cia- 
€ diagonale, due numeri la cui GoNi 


cl 


essere la somma ma 


scuna riga, colonna 
valga : 


111 74=37, 


I numeri da aggiungere saranno quindi coppie di numeri cor- 
Fispondenti nelle due file indicate in principio. Scegliamone 
due qualunque, per es. 9 e 28, 10 
€ 27 e collochiamoli ai quattro an- 
goli del quadrato in modo che ì 
complementari formino diagonale. 


Ora nell’ ultima riga bisognerà 
collocare numeri la cui somma 
valga : 


111 — (27 + 28) = 56 

Fra i nu 
tari) non a 
viamo che: 


meri (non complemen= 
neora adaperati 0sser- 


Fig. 2419, 


1144241441956 


Dunque disponiamo comunque 


questi quattro numeri nella 
ultima riga e nella prima, al po 


sto Corrispondente, i loro 
complementari, 
Analogamente si vede che nella prima colonna mancano #4 — 
numeri la cui somma deve valere: 


ti1—(9+27)=75 


Trai numeri (non complementari) non adoperati troviamo 


15416420 +24 = 75 


;” = 
ma colonna e i loro complementari 
ultima colonna, avremo il quadrato — 

e 


quindi disponendoli nella pri 
al posto corrispondente nell’ 
sompleto. 


| 46 


Fig. 220 


1 quadrato del lo 
amente. 
comincia col co- 
dal quale si passa 
ecc. 


Con analogo procedimento si passerebbe da 
& puo di 8° ordine (fig. 220) e così successiv 
pn il quadrato di 5° ordine si 
e nel modo indicato, uno di 3° ordine, 
a quello di 5°; da questo si otterrebbe quello di 7°, 


— 1806-2 | | 
A Croce. — La figura seguente rappresenta un quadrato ma- 
gico a croce. Un quadrato magico a zone si può sempre tra-. É 
sformare in un quadrato a croce, nel seguente modo, i “E 
Consideriamo il quadrato a zone, del 6° ordine ottenuto pre. 
Cedentemente ( 


fig. 219) e scomponiamo il suo quadrato interno, 
=== 


Î 


Re RA 


di 16 caselle, in quattro quadrati 
indicato nella fl 


É 
| 


quadri; nella | 


ti le stesse norme s0= 
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atanici. 


Quadrati doppiamente magici Oo S 


esignati quei quadrati magici 
o, rispettivamente, a ciascun 
lo stesso numero innalzato 


I, — Con questo nome vengono d 
he riescono ancora tali sostituend 
umero situato nelle loro caselle, 
duna certa potenza «. 

Così ad es. il quadrato magico di mo 
he ha per costante 260, è ancora magico sos 
umeri i rispettivi quadrati, ed ha allora per costant 


È 31 |35|60|57]|34 8 | 30 
LE: 


dulo 8 qui rappresentato, 
tituendo ai suoi 
e 11.180. 


Fig. 224. 


rato di modulo 3 con 


Il problema non è possibile per îl quad ì 
i modulo 4 con sedici 


pe disuguali, come pure per quelli d 
ri consecutivi. 

cp ad es., supponiamo un quadrato formato dei primi 16 nu- 
d ì consecutivi; si ha in tal caso 34 come costante del qua- 
Tato di primo grado e 374 come costante di quello di secondo 
ro. ll numero 16° = 256 dovrà appartenere almeno a due 
Serie, ma la differenza: 3g 
374 — 256 = 448 
a ma 
cioè 
agico di sec 


niera in una somma di 
1, 36 ed 81. Sicchè è im- 
ondo grado con 


“L è componibile che in una sol 

fe quadrati differenti due & due, 
| Possibile formare un quadrato m 
Sedici numeri consecutivi. 


Furono costruiti 
HI, — Si possono 
gici ma di una ma 
ma che lo diventa 
dei loro nu 


quadrati satanici di 8,9, 410. 
anche formare quadrati sem 
gicità Particolare, quadrati « 
no innalzando per es, 
meri, come ora vedremo. 


| 
| 


sai 2 (Qr + ps) 


2 (Qr — ps) P'+rt-q_g1] 3 (rs + pq) 


2 (98 + pr) 2 (Ps — pg) P'+s°—g*_-pti 


Dando ad es. i valori Seguenti, alle lettere : 


p=2 q=6 PB 3-4 
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Le espressioni di cui sopra daranno luogo al quadrato che 
gue nella fig. 226 dal quale, innalzando ciascun termine a 
padrato, si ricava quello magico la cui costante è 4225, i 


Fig. 226. 


Quadrati diabolici. sl 


Col nome di quadrati magicamente magici o diabolici ven 
gono designati quei quadrati nei quali oltre ad avere una 
somma costante nei 2 (n +1) modi soliti, la si può ottenere 
in molti altri modi, regolari o geometrici, come vedremo me- | 
glio con esempii che con lunghe spiegazioni. do 
i Nel quadrato della fig. 228 la costante 34 si può ottenere (per ——. 
Quaterne) in 86 maniere; 70 di queste si trovano ad avere dispo- 0° 
sizione geometrica, simmetrica per coppie, come si rileva dalle E 
Unite fig. 229-230 ottenute congiungendo a co 
forma di quadrilatero chiuso i 4 numeri 
di ciascuna combinazione. Sei sono sem- 
Plici. Le altre 10 sono le solite per co- - 
lonne, ecc, 

Con regole analoghe a quella di De la 
Loubère (V. pag. 294) si possono costruire 

| Uadrati diabolici d’ ordine 6n +4 con 
Questa restrizione però, che bisogna adot- 
le il movimento di cacalto anzichè quello 


o del’atnere le che 
? per determinare le caselle © 4 
debbono essere occupate dai numeri consecutivi e che, per i 


 Quadrati d’ordine superiore al cinque, è La paia 
perle Tegole speciali per passare dalla case 
ero kn a quella occupata dal &: 


sta 
a | L: 


cene di 


dei. n VE 
TuL TI . 


ii 


DI 


q i b) 
È bi did 
RT Ge E be 29 
È È sa 
© F 


Li 


IÙ 


Î dae aac ani 
Ae Ea 
cc] KE Ge 
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La fig. 232 fornisce un esempio di quadrato diabolico di mo- 
ulo n=5. Non esiste quadrato diabolico per n= 3. Con n = 4 


i hanno 48 quadrati diabolici. Se >; è un numero naturale di 


î : : x 4 e a 
pari non esiste quadrato diabolico di n. Se n è un numero 


aturale dispari, non divisibile per 3, è possibile costruire qua- 
rati diabolici di n. 

‘Metodo dell'Autore, — Operando con questo mio metodo la 
estrizione di cui sopra non è necessaria essendo esso generale 
per ì quadrati diabolici d’ordine dispari. 


i Si comincia da una casella qualsiasi, col primo numero; si 
fa Poi verso sinistra un salto di cavallo modificato nel senso 
di comprendere un rettangolo di 2 x 4 caselle, anzichè di xi 
pese rel salto usuale del gioco di scacchi. Si procede così fino 
a Yer collocato l'ennesimo numero, cioè il 5 in questo esem- 
“a Si colloca allora il numero successivo (6) al quarto posto 


nella diagonale ascendente di sinistra come vedesi nella fi- 
gura 233: si dispongono il 7, 8, 9 ® 10 a salto di cavallo come 
Sopra, e l’{1 si colloca in diagonale con la regola indicata pe” 
‘il 6e così via. Si ottiene in tal modo il quadrato diabolico 


della fig. 234. 
pt ri 


e diagonali Spezzate, per altre molte combi; 
quali le seguenti, fra le tante: 


Fig. 234 
641344 +17+5 
4+14124 104 18 
12 + 194549346 
ia LE PO 
Stesse figure secondo l’altra diagonale — 
5+4+184254 49 | 4 +16 +15 + 
R+B8454 1644 18 + 14+21 + 
20 + 214943149 25+3+419+ tf 
LEA L10954 1 + 20+ 18 
EEA At tc | 4 + 12 +6 +23 + 20 006 


Le fig. 236 è 237 FaPpresentano quadrati diabolici di moduli 3 
ed 11 ottenuti co] mio metodo sopra esposto, i 


li TRAI 
fa È eng si usa? so è <A 
— 313 — s 
53 | 14 [107 | 68 Teo [1 3 
| 85/46) 18 | 100 a tale le 7 


DI Al), e Renga pun prora, o 
| | | Ì | 
56 | 28 \121] 82 | 54 | 15 | 108| 69 | di 2 95 
| i 


l4u7|19|101| 73|34| 6 | 99|60|32 | 114} 86 


las lioloe|64a|25|118| 79|51|12|105} 77 


29 |t1|83|55|16|109| zo| 4a2| 3} 96| 57 


ia a » | —__l 


l20\102| 74| 35} 7|89|61| 98 | 145 


ili ae 


11)93|65|26|a19| 80 | 52| 13 | 106 


({12|84| 4547 |{10| 71| 43| 4 | 97 


|__| — 


(103| 75| 36 | 8 | 90 | 62 | 23 | 116] 88 


Fig. 237. — Somma costante 671. 


Quadrati cabalistici. 


Sono quelli ad un tempo satanici e diabolici. Si può costruire 

. Ru quadrato cabalistico con n tale che soddisfi a queste con- 

dizioni: Non sia primo; non sia uguale a 4; non sia un numero 

composto avente per fattore uno 0 più numeri primi alla prima 

| potenza solamente. Si possono quindi costruire dei quadrati 
dl cabalistici con n=$ e conn=® 


Quadrati magici derivati. 


I. — Ottenuto, coi metodi indicati, un quadrato magico, se ne 
| Possono derivare infiniti altri, sia aumentando ogni suo numero 
d'una medesima quantità cioè costituendolo con una pro- 
gressione nuova, di ragione r +3, se r era la ragione della — 
Progressione primitiva, sia altri modi, Cosh per esempio. 


Mb 
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sia il quadrato magico (fig. 238) formato con 
pride RIT ;i posso formarne uno nuovo agg 
Primo numero l’ultimo moltiplicato per un numero 

ad esempio per 10, al secondo il penultimo parimente 
Plicato Per 10, “e così via. 


Numeri primitivi» 


3-5 -7.0a 00 
Numeri nuovi : 


3+ 190 5+ 170 


Fig. 239. 


Ottengo così il 


quadrato fig. 
Bico e la Cui cost 


239 che necessariamente è ma 
ante è - 


3>< (11 + 110) = 363 


; Progressione aritmetica oppure una 
Serie di diverse Progressioni aritmetiche, ne] seguente modo. 
n numeri: 
a a+tr a42r dr GIL AA 
oppure : 


Aa+(n—-1)r 
[a+ (n )r+ m) 


EEE) 
+ @M-1)r+ mm] +97 FEES) + n 1)r 4.4 (@ SO 
e casi via, Si può AssUuMEre 7 Negativo 
Patibile coll ’ennesimo 


a in quadrato | 
Mpio, nel quadrato 
im =—6 e che sarebbe 


— 35 
Merivato dall'altro della fig. 241. Evidentemente il quadrato ma- 
gico derivato non è altro che quello diretto che si sarebbe ot- 
lenuto coi numeri 3, 4, 5,7, 8, 9, 14, 12, 13 cioè con r=1 ed m=2. al 


242) nel quale a = 3 
e tali e quali i 
e ad 


ay ad esempio, il quadrato magico (fig. 
T=2. Nel nuovo quadrato possiamo lasciar 
primi cinque numeri. I successivi cinque potranno esser 
esempio : 


11+4=45 4ra=tU 17+2=19 


19+2=2 +2=23 


€ la terza serie di cinque: 


cine 


— 316 — 


to magico, di lato 3, ad esem 
al posto dell'1, SEG si 


Ri, — 


In un quadra 
niamo o 


rdinatamente 


ri RE mi 


a ata a+2%5 
db+a 0+2% 


dh Soy o 
x 


aritmetiche di ragione 
©. Avremo, per colonne, le 


A+8+c+3%° 
per righe; 


tal 
Dali 

I 
ti 


A+060+c+3% 


Prima diagonale: 


30+3® 


seconda diagonale : 


ih. 
it È 
i 

il 
il 
To 
È 


a+b+ce+3% 


Affinché il magico dovrà dunque essere s 
È sfatta questa equazione : 


quadrato sia 


A+b+ce=3, 


ossia a+c=3b 


Esempio. — Facciamo. 


LCd=83 a=1 b=5 


| dovremo fare: 


e=2x5 49 


CAZVART 


|8 |a 


UM|1 


I val 


Esempio. — Dal quadrato 8. © 
ella fig. 245 si può dedurre que 
= 1 b=95 es=9 

=30 f=47 g= 32 


=3 
di =- #0 


9 | 4 


4 | 12 


3 | 49 | 10| 27 | 37 
40|1|18|35|45 
Fig. 245. 


i Un quadrato magico lo sarà ancor 
A ri coll’aggiungervi accanto lo stesso Num 
n corrispondente casella di un altro qu 
i fig: 248 dà un esempio del primo caso, € la fi 


40 | 95 


51 


29 


: Mi ce 
È 
| () Anche ripetute volte | 


so. 
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Fig. 246. 


18 | 


vasi 
i ee 


avaliere di modulo 7 indicato 
ilo della fig. 246 facendo: 


a modificandone i 
ero (1) 0 quello 


adrato ma 
g. 251 del secondo. 


ossia 712%s 


VI, — Quadrati nei quali la co8 
simo determin, i 


8&giungendo 
TMi 


a a bi - b, * 
1 En ae 
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nte 632; questo è il numero che dovrà occupare il centro del 
adrato e, naturalmente, deducendone 4 si avrà il primo nu- 
ero della serie cioè 628 (Fig. 256). 

Si può anche dedurre dal millesimo la co- 
ante 15 del quadrato di modulo 3, 1896 — 
{5 = 1881; dividere il resto per 3, ossia 
831 
3 
iungere a tutti i numeri del quadrato di mo- 
ulo 3 fondamentale. 

Se ìîl millesimo è pari, ma non divisibile 
er 4, si comincia col sottrarre da esso la costante 34 del qua- 
rato di modulo 4, poi si-divide il resto per 4 e si ha il numero 
Bilal fisso da aggiungere a ciascun termine 
| 70 | 484 alb del quadrato magico di modulo 4, il quale 
si dx in dovrà quindi cominciare, per esempio, nel 
i caso del millesimo 1862, con 458 e termi- 
pr) ; | nare con 473. 

| i id È Nel caso del millesimo 1910 si avrà 


GI 


=627 e questo sarà il numero da ag- 


+ <$9 IES 
| 474|485] dunque: 
PRES TE | 1910 — 34 
4 


| 
| 


: = 469 
Fig. 257. > 


Diagrammi geometrici dei quadrati magici. 


rette i numeri 


Se in un quadrato magico si riuniscono con 
na linea poli- 


Successivi per ordine di grandezza, si ottiene u 
gonale avente per estremi il 
numero più basso o il più alto, 
che è caratteristica del qua- 
n° stesso. Molte volte tali 
Inee sono di disegno elegante 
uoirehhezo servire come aiu- 
fi nemagico per ricordare la 
azione del quadrato. La li- 
Nea poligonale, unica nel caso 
 din=8, è rappresentata nella 
figura 258. È assai semplice e 
Quindi facile a ritenere, e può 
| &ssere di giovamento per la c0- 


— 320 — 


di modulo 3 a numeri elevati, come pure per quella di quadrati 
composti (V. pag. 290-291). Le fig. 259-260-261-262 corrispondenti 


Fig. 260. 


: Fig. 261. 
rispettivamente ai quadrati delle fig. 263 


x } -264-265-266 iscono 
esempi delle linee poligonali accennate. Il quadrato delli if 
è a cintura. 


POLIGONI MAGICI 


Rettangoli. 3 

Si possono costruire Pettangoli magici, nei quali cioè le co 

lonne danno una somma magica e le righe una somma pure | 

Magica, in generale diversa dalla prima. Queste due pena 

non possono essere stabilite comunque per un dato re 

Così, ad es., in un rettangolo di 5>3=415 caselle la somm@ 
totale dei 


° : re 
termini (serie dei numeri naturali a comincia i 
dall’ 1) è data da: 


LAM = {5x8 


una riga dovrà essere '; di e 
somma magica d’una colonna Vi 
ossia 3x< 8 — 24. È 

Perchè un rettangolo possa essere magico occorre che ss 
trambi i suoi lati Siano dispari o pari. E: TE 

Vogliasi costruire il l'ettangoto magico 2 x 4; si scrivono È 
Suoi termini in due file in Modo da avere le somme per colonne. 
uguali a 9: 


quindi la somma 1 
numero ossia 5 >< g 


Nagica da’ 
= 40, e la 
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In modo analogo si procederehbe per costruire il rettangolo 


Ecco ora un esempio di rettangolo ma gico di 4x8; le somme 
per colonne danno la costante 66 e per righe 132. 
IRE 


Fig. 270. 


Nella fig. 270, composta di triangoli equilateri concentrici, i 
da avere la costante 


numeri dall’ al.27 sono disposti in modo 

% come somma dei sei situati su ciascun lato esterno ; è la * 

costante 61 per.i.tre lati del secondo triangolo a quattro numeri a 

ciascuno. Éal 
di 


n BI 


ella fig. 271 si hanno le somme ( 


Nel triangolo d 


guenti: 


Fig. 271. 


2 le somme costanti sono: 


Nella fig, 27 


DER 


PRE NI 


AR BOVE figo Pe tre) ia 


da 


Sage 
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a proprietà del triangolo magico fig. 273 consiste nelle 
enti somme magiche : 

4+8+16+3=31 15 +{1+16+3+10=# 
2+16+7+6= 31 11+2+16+3+13= 4 


1+16+9+5=31 gi1+16+2+14=# 


INVAVA 


Fig. 273. 


4+15 +8 +41= 38 
6+7+412+13= 38 
5 +9 +10+14= 38 


53 
53 


i+Ci Wet 
i+ UBERTI 
CLARA 4 
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a fig. 274 i gruppi del genere 
omme magiche, 


Nel triangolo dell di quelli, indi- 
ti nella fig. 273 danno pure s in gran parte 
rò diverse dalle precedenti, cioè : 
37 inluogo di 31 
35 » » 38 
56 » » 53 


ro esempio di questi triangoli. 
attro somme magiche 
come negli esempii 


La fig. 276 offre un alt 
Nel triangolo di lato 3, invece delle qu 
se ne hanno soltanto due, al massimo, 
delle figg. 276-277-278. 


2+7+6+5= 20 
1939+4+6= 20 
3+8+4+5= 20 6 


1+9+6+7+2=25 
1+49+4+8+3=25 
247+5+8+3=25 

Fig. 276. 


+94 
g49g+4+TT=9 
2+7+6+8=23 


ia PIPA ten 
ir54%8 + 
3 +LrtRtTIS# 


Triang, 


oi & perimetro magico, 
Sui vertici e sui lati 


sia costante, qualu 
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ddizionando : 
a +09 +9*+ (08 +09 ++ d' ++ +9" +0 +0) = 399 
La quantità in parentesi è espressa da : 
9(9 +1) (2x9+1)_ 995 


b 
r cui: 
a? + d3 + g*= 3 — 95) 


‘Risulta da ciò che la somma dei quadrati dei tre numeri posti 
i vertici del triangolo deve essere divisibile per 3, e per con- 
guenza questi quadrati sono della forma: 


Mult. di 3 (o) Mult. di 3 +1 


a sole ipotesi che si possono fare sui numeri a, d, 9 Sono 
dunque : 


Oppure : 


o infine: 
a=2 
La prima non è ammissibile poichè se-ne deduce : 
a+ d* +g*—=126=3(2— 95) da cui 5 = 137 
La (1) diviene allora : 
+e =5—(a*+d)= 
da cui: 
(b + c)ì.= 92—2 be = Mult. di 4 


Na dio d 0 aosesda. park dè c aniebbaro della stessa 
‘Parità; ora combinando in tutti i modi possibili i numeri parl 
2,4, 8,0 i dispari 4, 5, 7, non si può ottenere come somma dei 
quadrati di due qualunque tra essi il numero 92. — 

Così pure è da scartare la seconda ipotesi perchè essa dà: 


-66=3(8 — 99) da cui z=17 


— 330 — 5; 
La (1) diviene allora: 


+ == (084 9) =10 
da cui: 


(0 + c)' = Malt. di 4 


Se ne deduce : 


35 — 95) = 9 


Per conseguenza: 


+= 97 esp pag 
1 6 numeri rimanenti 1, 3, 4, 6, 7 e 9 sono tutti della foi 


o Mult. di 3 +1 
quindi della 


Mult. di 3 


e i loro quadrati sono forma medesima, e siccom 
5 è divisibile per 3 ne segue (poichè a*= 4 e d* =-25) che ti 
dei quadrati 4, 01 6 della forma Mult. di $ + { @ PAIeR toa 
forma Mult. di 3 


La stessa Osservazione é applicabile 


ai quadrati e, f*ed ni 
Inoltre la somma d? + cs essendo dispari, 
è pari e l’altro di L È 


ba= 


3 Oppure 9 
con: 


Ceca 


e l’esame qi Queste varie ipotesi dimostra che gi ha d 
c= 4 oppure d= 4 con c=9 


Le stesse prove fatte per e, f2 
6 e 7 ci danno: 


con i numerì rimanenti 


@e=41 con f:=6 = con f={4 
Infine: 
" a 


con ha 3 


zione del problema. 
Si può osservare che si ha in 


d+e+f+9g= 20 
g+ihti+a= 20 


284 i numeri dall’ 1 all’ 30 


centrici della fig. 
ascun lato la somma 


Nei pentagoni con È 
odo da avere per ci 


sono collegati in m 


= = | 
Costante 254, 248 e 122 rispettivamente nel f° 20 @ go pentago 
& partire dell’esterno; inoltre le somme dei numeri che oe 
Pano i vertici dei quatt 


gono esterno la somma di 7 numeri di ciascur 
medio 185 e nel centrale 111. 


3.° Le diagonali dell’esagono hanno per Costante 259 come 
i lati dell’esagono esterno. 

4.° Le congiungenti i Punti medii dei lati OPposti hanno 
pure per costante 259. 


I REST a A - 


Stelle magiche. 
I, — Nella stella esagonale della fig. 283 abbiamo queste 
mme costanti : 

10+2+412+3+f1+1=39 


5+9+4+7+6+8=39 


10+5+8+6+11= 4% 2+9+5+8+1=25 
dii ARSA Je 2+9+4+7+3=35 
{+6+7+4+12= #0 3+7+6+8+41= 28 


VAVAV 
AVAVASI 


Fig. 283. 


Il 
Il 


| Il. — La fig. 234 rappresenta una stella di cinque punte nu- 
1 15 in modo da avere 


prote coì numeri progressivi dall’1 @ 
le seguenti somme costanti : 


+e peu 
9+ 7 +10+i11= 37 
wii 
PR e da 
74140+8 + 12= 37 
epr I 


n 


1+2+4+15=99 
2+3+5+12=99 
3+4+1+414=99 
4+5+2+11=22 
5+41+38+13=99 


— 334 — 


1+8+5+48=27 
5+ 7 +4+{1=2? 
4+6+3+14=27 
3+10+2+12=27 
2+9+1+415=27 


Fig. 284. 


10+13+6+3=32 
6 +15+7 +4=82 
7+12+8 +5=32 
8+14+9 +1=32 
I +18+10+2=39 


POLIEDRI MAGICI 


Ottaedro magico. 


e nel punto medio 
e somma co- 


ostola. 


esi © in ciascuno spigolo d’un ottaedro 
e sua costola dei numeri tali da aver 
nte per ogni serie corrispondente ad una € 


E 


P 


Fig. 289. a 
do 12 le costole dovrà avere 
dei numeri agli spigoli, che 
e Cla somma dei numeri 
mputatiuna volta sola. 


b coll la somma costante. Essen 
î Y=4S4 C in cui S è la somma 
| “gurano quattro volte nelle somm®, 
di punti medi dellecostole, che vengono Co 
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Il problema non è Possibile coi primi 48 numeri, ossia in Re j 
nerale, con 18 numeri ‘in progressione aritmetica, Infatti dos 
vremo avere.: 


<+a+8=% <«+td+d= eco, 
Affinchè non si abbiano numeri ripetuti occorrerà 2 "i 
somme x+8,a+6, ecc., non siano mai uguali fra loro. Or 
sì ha: 


: 3S+M 
ossia d= 


ì di S non potranno essere che quelli della progres: 
ica di Tagione 4, dal 23 al 9I. 


1-2-4-7-11-46 2-4-7-8-412-17 eco 

Ma la somma S de 
come minimo, potr 
binazioni binari 
Bd, «© non so 


ve avere uno dei valori suespresai de 
emo avere 1, 2, 4,7, 11, 18, Ora fra le 15 00m bi 


‘Mpossibilità di risolvere il problema coni | 
primî 18 numeri naturali. 4 
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Per n=3 non è possibile una disposizione di numeri di tal sorta. 
Pern=4si hanno 64 cubetti elementari. Le figure seguenti 
8 isposizione che debbono avere i numeri nei 

betti costituenti il cubo principale. Ciascuno 


per Sa La magicità sì 


a per le diagonali del cubo 
che sono : 
i 13 - 39 - 26 - 52 
‘ 1-43 - 22 - 64 


61-23 - 42-44 


a Cosicchè la costante 4130 si 
Ottiene in 52 maniere diverse. 
e un cubo di 5* = 125 cubetti 
ì possono disporre i primi 125 i 
i Fig. 286. 
Ca naturali in modo da ; 
; 2 
figte0. 79 volte la somma costante 315, cioè 75 volte con 
IPighe o colonne e 4 volte per le 4 diagonali del cube: 


| 


magici di modulo dispari, per mezza 
[121/27 [83 


rr f—_ai ii i 


|87||7a|105 31 | 


Fig. 291. - Sezione superiore. 


Fig. 294, - &* Sezione] 


3* Sezione (mediana). 


125| 26 | 82 


| 
| 


Sezione. 


GEOMETRIA 


a MERE RR mE 


Permane taranta - 


DI ALCUNE CURVE NOTEVOLI 


Cubiche. 


Cubiche semplici. — Le cubiche che possono essere rappre 
sentate con la più semplice equazione (un’equazione binomia) 
non sono che tre ed hanno per equazioni : 


0° = ay! a*= a y ey*= a 


Cubica semplice, parabolica. — Questa curva detta pure 
purabola cubica di Neil o semi-cubica è la curva ‘s0crona cioè 
quelli seguendo la quale un corpo cadente percorre spazi 
Uguali in tempi uguali. È anche la sviluppata della parabola. 
pura la traiettoria ortogonale delle posizioni successive di 
‘una parabola che si muova perpendicolarmente ul proprio 
‘asse, ossia è quella curva che sega tale famiglia di parabole, 
\&d angolo retto. 


Sia un angolo retto e 0y ed una retta K parallela ad Q da 
Conduciamo per O una retta qualunque che seghero ar wi 
da questo punto conduciamo la parallela. i o = e da Ola per- 
Rendicolare ad essa che la segherà in “; strato ì 
pica per E determina sulla (0) M il cuiluogo € 
8 parabola cubica. 

Quanto alla tangente in un punto M si può prbeagicie” Ried 
ton M un punto P dell’asse OY 


D un punto 


tale che: 


Lì 


Ì 


(0) 
O'B= 


gm = Ay” 


l'equazione della tangente nel punto (2,yY) è: 


bd F 
m Si SMS 
x y 


blice Parabolica a centro. — La parabola cubica d 
combinata con la retta (V. Pag. 247), col circolo, o con la set 
bola fornisce la soluzione grafica delle equazioni di 3°, 4% € 


che le è identica si ha la soluzione dell’equazione: 


d=1_é& 


Nota. — Questa curva serve a raccordare nelle rotaie delle | 
strade ferrate, archi di Circolo con rette Permettendo il pas . 


pe 


Lg = 


urvatura costante dei primi a quella 


derare come una trasformata del- 
ssintoti (fig. 297) nel modo 
golo AQ M che ha 


Fig. 297. 


l'angolo retto in O, un vertic@ sull’iperbola (ramo R) e l’ipo- 
tenusa parallela all'asse 04 ; la cubica sarà il luogo dell’altro 


vertice M. Essendo: 
YI a=0 
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l’equazione dell’ iperbola, quella della cubica sulla trasforma È 
sarà: 


X=a' y 
Siccome si sa iperbola equilatera con riga è 
Squadra, si î 


Fig. 298. 


€ C tale parallela @ 
te per Ceg rispetti- 
Cubica cercata, 


condot 
go è la 
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è 
La sua equazione essendo @ y? = a* quella della tangente 


Sa X 
es" PE 
E°, +3 y 


a fare 0Z=30H e unire Z con P; sar 


: à ZPla 
Perciò baster 

angente in P. i ì 4 
Sisto circolari unicursali. — Le cubiche circa SE 
sali sono cissoidi; la conica direttrice e un cerchio = pian 
pel punto doppio e per i punti d’ intersezione dell sn sese 
eale a distanza finita con le tangenti al punto doppio ; qu 


ircolo è quindi determinato. 
Quando si voglia prescin- 
dere dal circolo tracciato, 
si può considerare la gene- 
razione delle cubiche circo- 
lari unicursali nel seguente 
modo, 
. Siano due punti fissi 0 O, 
(diametro del circolo) e la 
letta fissa m. Conduciamo 
per O una retta variabile 
0Peda O, la perpendico- 
lare ad essa 0, A; il luogo Fig. 299. 
5 sarà la circonferenza î 
i diametro 00,; se portiamo da O in o 
ad A P, il luogo di ica una cubica circolare valentia 
. Strofoide, — Con questo nome si indicano le cubic co omai: 
i lari unicursali le cui tangenti nel punto doppio gono OF i de CA 
Sia C (fig. 300) îl circolo direttore, O il punto dopr ti in O. 
i l’assintoto della curva; OA, OB sara 
Prendiamo P simmetrico di C rispetto 8É 2° ortiamo RM= 
curva) conduciamo una retta qualunque O all’assintoto). Il 
=RM,=RO (essendo RO una parallela Lose n caso perchè 
‘| luogo di MM, sarà la strofoide; retta !N puri perso 
0Cè perpendicolare ad A B. Considerando vé OM;= NH (1. 
| soide si otterrebbe come luogo di 16 foca agli assi 0 ©, Oy 
L'equazione della strofoide retta rispetto 
è (0C=a): 


un segmento uguale 


(at + E MITE 


ce ——_________— 
cissoide © Trisezione dell'angolo, 
MY, pure il tracciamento meccanico della 
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La strofoide PUÒ essere generata in molti altri modi (y. 
alla pagina Precedente), 


Fig. 300. 


Consideriamo, 


ad esempio, un rettangolo O A BC (fig. 30) e 
due punti fissi, 


2% 6 B. 
c10é un suo vertice O e un punto Psu A 


x 


Conduciamo per O e P due lette fra loro parallele, e dal 
Punto Q nel quale la seconda sega il lato BC del rettangolo; 
conduciamo la perpendicolare alla prima che ja segherà in M. 


è; ho ta 
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Il luogo del punto M è una strofoide. 

| Sia ABuN diametro di una circonferenza (fig. 302). Se il 
unto P varia su di essa, in perpendicolare d 
rpendicolare da A ad APsi segano in M il cui luogo è una 
, mentre il luogo di X, È 


Fig. 302. 


M 


n, — La trisettrice di Maclaurin è 
e tangenti in questo 


e della curva 


Trisettrice di Mac Lauri 
una cubica circolare retta, 
punto sono inclinate rispettivamen 
angoli di 60 e 120°. 

perare questa 


con un nodo; Il 
te sull’ass 


celebre 


ch i tanti modi nei quali si può 8® 

E° ne indicherò alcuni dei più interessanti (1)- 

» — Data (fig. 303) una circonferenza ), se pel centro 0 ed 
rette parallele che 


È punto fisso A di essa si cond 
- gain la curva in M ed N, 
sì segano in un punto Pil © 


sentata dall’equazione polare : 
È 4 
=r8e0-i- nella quale r=0A4 .p=0P o=BOP 


(1) Vedasi pure « Trisezione dell'angolo >» : 
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HI Infatti si ha POM= + POB e l'equazione (1) si nea 
hi immediatamente dal triangolo rettangolo MOP. Giova Li 
tare che la Petta condotta per O sega la circonferenza ole 
1 € che la tangente in questo punto sega la tang 

in Nin un a 


ltro punto P, appartenente esso pure alla curva 
di cui gi tratta, 


M. Quando M ed N coincidono 
Punto Pé all’infinito e allora la tangente in esso 
ossia l’assintoto, Passa per E simmetrico di B ri 
A. A 


Ha 
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o simmetrico gq di n rispetto 
m. Invertendo le funzioni dei punti m edn si ritrova @ con 
îa tengente wg' simmetrica di 0g rispetto ad A B. Dunque 
è un punto doppio, con due tangenti «q e #g' ad angolo 


60° fra loro. 
Consideriamo ora l’inviluppo della retta MN. Il punto di. 


ontatto R! di M N col suo inviluppo è dato da: 


questo punto passa pel punt 


L 1 
fine ine = — 
MR' = 9 R'N= 3 MN 


Tale inviluppo è la polare reciproca della (P) rispetto al cir- 
olo (0). Esso è una cardioide; infatti, costrutto il circolo di 
entro O e di raggio OA' = + OA osserviamo che M! N' R'M 
è un parallelogramma il cui lato N' R' prolungato passa per A' 
pd è tale che N'R'=A'B'; dunque l’inviluppo di MN è la 
concoide de >rchio A' B' rispetto ad A' cioè la cardioide. 

Il punto di mezzo R della corda M N descrive una chiocciola 
di Pascal la cui equazione è : 


(o) 
p=F 08-37 


Si può dimostrarlo costruendo un altro circolo di centro (0) 


PI È 1 Ò 
€ di raggio 5 0A e considerando un parallelogramma simile 


a quello già considerato M' N' R' M. 

w punto Q descrive una cardioide, poichè se Q' è il simme- 
trico di N rispetto ad O, la retta Q'Q passa per B ed ha una 
lunghezza costante A B. 
(HI. — Dato un circolo O (fig. 304), consideriamo una tangente 
fissa u in B, ed una mobile o. Il diametro che passa pel punto 
Mai contetto di o sega « inun punto Z pel quale condur- 
Temo la seconda tangente vo. Il luogo del punto d'incontro P 
delle rette o e wo è la trisettrice di Maclaurin. È facile vedere 


i PAS 
come l’angolo POM sia uguale & + pos, 


— Nella fig. 304 prendendo O come polo e O B come asse polare 


d . À 
l'equazione della curva è : 


€ prendendo per assi la tangente e il diametro BO e 
vando che: ; 


PsSeno=@ pcos o=P—y 


ra =: 


3 
asse polare essendo il diametro del circolo 


— 351 — 


uadra solamente. 


Fig. 305. "E lo) 


m 


0B=3A0 


e conducansi le perpendicolari 
0e C. Si conducano per A € 


dicolare alla p che segherà 
in Mia g. Il luogo di M è 
la trisettrice di Maclaurin, 
la cui equazione polare (polo 
0, AO=a)è: 


p 4 
n= —_ 
a cos © 


€ in coordinate cortesiane 
(assi OC, m): 


(0° +y?)=a(y° 329) 


V.- Inun circolo O (fi 
gura 306) considero un dia- 
metro fisso ed un angolo 
È variabile AB, AOC. La p® 
go C sul punto di mezzo M 


A JI: ao 


, — Il seguente modo di generaz 
claurin permette di ottenerne i 


punto D nel quale }a prima sega 


rpendie 
or 


Abbiansi su di una retta i punti A, 0, B, € in mod 
e retta nei punti 


B due parallele P » 
la m si conduca la perpeD- 


Fi 


olare ab 
la corda BC in 


uit, + Ae 


ione della trisettrice di 
punti coll’uso di riga € 


o che sia : 


E 


e. 306. 


tai 


bassata sul raggio 
un punto P 
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Îl cui luogo geometrico è la trisettrice di Maclaurin punto 


doppio in 3, il vertice sul mezzo di OA ; ecc. (Vedi Zraccia.. 
mento meccanico delle curve). 


VI. — Un altro modo di generazione della trisettrice è il se- 
Buente. Abbiasi un 


circolo fig. 307 di centro € e raggio 2a, | 
Sul punto di mezzo A del raggio CO si innalza ad esso la per: 


Pendicolare A D, 


=0OM,- OM 


Condotta una trasversale per O, si fa OM= | 
i essend 


O M, il punto ove essa sega la AD ed * i 
quello ove sega la circonferenza. Il luogo di M è la trisettrice. 
| Cubica circolare. — Una cubica concoidale particolare è 
i quella circolare che si ottiene con questa costruzione (fig. 308) 
Abbiasi un triangolo Pettangolo PQR isoscele. Proiettiamo 
| in 4 e B sul lato dell'angolo retto, un punto M dell'ipotai 
La perpendicolare da M su A B passa per un punto fisso 
che è il quarto vertice del quadrato PQRO. La MO è segata 
della ABin un punto S îl cui luogo quando M varia @ulla 
ipotenusa è Ja Cubica considerata. La sua equazione riferità 
&Ì sistema d’assi O,, Oy è (ponendo PR=a): 
(4 — ©) (424 


e riferita agli assi DX: 


+ a (44 a 
OF: 


—cy)=o0 


Là parallela a PQ condotta Per E, punto medio di O#@ 
l’assintoto Feale della Cubica, il cui Vertice £' corrisponde al 
punto medio di ER. 


7. 
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Si può tracciare facilmente la tangente alla curva osser- 
 vando che si può considerare questa come la pedale, dal 
® punto 0, di una parabola inviluppo delle rette A B, parabola 
che ha per vertice E' e per foco E;la tangente è dunque de- 
terminata. 


Fig. 308. 


Cissoide. — È la curva studiata per primo da Diocle per la 
soluzione del problema della duplicazione del cubo. (V. tale 
argomento). 

Può essére generata in varii modi fra i quali i seguenti si 
prestano ad una costruzione facile con sola riga * squadra. 


I — Abbiansì un punto O (fig. 309) ed una retta n. Condu- 
ciamo da O la perpendicolare ad n. Da O conduciamo poi una 
retta qualunque O E e, dal piede F della pe colare 0 F 
ad n, tracciamo la perpendicolare ad ess2 

fine 0 M,= HE in grandezza e direzione. 

cissoide. Il luogo di H essendo il circolo di diamo so 


evidente la costruzione della 
tracciato, 
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La sua equazione in coordinate polari è: 


_— d sen? w 
“COS 
nella quale : 
OM=p BOA=% OA=d 


In coordinate Cartesiane rispetto agli 


pi 


dT- a 


p 
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I. — Abbiansi due rette m, n parallele ed un punto O sulla 
m. Conduciamo da O una retta qualunque OB; da B ove sega 
la n conduciamo a questa la perpendicolare, che segherà la 
m in C: da C conduciamo la perpendicolare alla O B: il piede 
di questa perpendicolare sarà M, il cui luogo è ancora la cis- 
soide, (v. fig. 309). 

HI. Abbiasi un angolo retto AOD. Da un punto fisso A 
d'uno dei suoi lati conduciamo una retta qualunque A G, € dal 
suo vertice O la parallela ad essa. Abbassando da G la per- 
pendicolare su questa si avrà il punto M, il cui luogo è la 
cissoide, v* fig. 309, (1). 

La cubica circolare di Jerabeck. 
(0; ed una tangente A C cerchiamo 
del segmento d’una tangente variabile compreso fra i 
di contatto B e la tangente fissa A €. 

Prendendo per assi O A e il diametro perpendicolare e indi- 
cando con (&,y),(ae',y') le coordinate dei punti M, B, si 
trovano facilmente le equazioni: 


— Data una circonferenza 


il luogo del punto medio M 
1 punto 


34 y3= so+yy' =" 
L 
- e= (+0 


dalle quali eliminando &' ed y': 
soy'io-r=-@at-ra-M) 
e sopprimendo il fattore 0 — r comune ai due membri: 


Lo (e + yi RERTEE (4) 

Il luogo di M è dunque una cubica circolare. Si può dimo» 

strare geometricamente che questo luogo è una cissoidale. 
Infatti, conducendo la tangente 7 nell’ altro estremo D del 
diametro A D, e per M la parallela & BD, essa segherà 4 D 


in Rele DT in Fe si.ayrà RAME l’eguaglianza dei 
triangoli FDR, BME. Ora, il punto E descrive la circonfe- 


renza di centro O e di raggio + resiha RM=FE dunque 


R rispetto alla circonfe- 


M descrive la cissoidale del punto 


renza (0 : È r) e alla retta 7. 


(1) Vedasi pure al è Strofoide pag. HS 


Ùu 


Scrivendo l'equazione (1) sotto forma omogenea : 


40 (ot 4 y)= 37380 Lr) 


‘ si vede subito che le rette: 


g=0 gy=@®V-1 y=-®V=! 


\ gono assintoti, Dunque le rette isotrope condotte per O sono + 


assintoti, ed O è un foco della cissoidale. Iì punto R è un punto 


| isolato della curva @ due punti d’ inflessione corrispondono ad’ 


} i pia 3 
| o=--r. Si può costruire la tangente in M conducendo tassi 


2 


| tangente in E al circolo O E © facendo EH= E Gi H appar- BS: 


tiene alla tangente in M; oppure innalzare sul suo punto di | 


| mezzo Nla perpendicolare alla MF, che segherà la O Binun 
à punto S della normale in M. a 


— Sia P l'intersezione della polare di M rispetto al circolo. 
dato, con la retta O M. Siccome sì ha OP - OM=F% i punto-Sa 
P descrive la curva inversa della cubica circolare (M), es <a 
sendo O il polo. > 

Dall’equazione (1), facendo : 

c=pC089 y=p Sen? 
si deduce l’equazione polare della curva (M): 


4° cosp — 3r9p 0089 = FUSd 


e sostituendo p con ili quella della curva (PV 
C) 


3+3r cong 419008920 a 
dalla quale si deduce l'equazione della (P) in coordinate orto” 
gonali: 


ran + y9) (et AI -D 
Questa linea è dunqu sad” La Goes 
in M e P hanno direzioni sim ci considerare, — i 
— La retta B P inviluppa Un® curva che Sì P tipedale di (P). 
sia come polare reciproca della (3), sÎ8 come antip 3 del 


Il punto di contatto Q di BP si p 
intersezione di B P con 18 perpendicolare, 23 S geo ia A 
M H, sia conducendo per 0 una Fee cuuva. se 
mezzo w si trovi sulla nor L'Aia ton 
RES. . 


uò dunque ottenere, sia come 
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La concoide di De Sluse. 
De Sluse era 
Stante ks 
Po 


— LA costruzione seguita de | 
n punto O, una retta r e unaco. 


a retta arbitraria che segherà — 
A Su OMa partire da Me nella ‘direzione OM 


P tale che sì abbia OM «+ MP= RA, Il luogo dei È 
Punti P é una cuncoide slusiana. 


Prendendo come polo O e come 
lare condotta per 0 Sulla r si av 


i 


asse polare la perpendico- + È 


rà: 
a a 
OP=; our bi 
quindi l'equazione Polare della curva è: 


aA(Pcosgt a= k? cos? 


9 
e in Coordinate Cortesiane: I 
a@— a) (D+ y9)= kr = ( 
2 î i 
Se sì porta il segmento DI & partire da M nella direzione 
MO in M PI, j 


Il luogo dei punti p/ avrà per equazione: 
11) 
0 — a) (4 gia ai 1 
x Hi i le- 
Essa non ha più la forma a conca. Tuttavia Poe 
Quazione (1) dedurre dalla (1) cambiando la costante PS = 
in Negativa — k, è Naturale di considerare (1) come dr 
zione generale delle concoidi Slusiane quando k è una costa 
leale Oppure immaginaria. 
— Per Ottenere un 


a costruzione 


Più pratica di quella di R. 
De Sluse consideriamo il luogo d 


ei punti N tali che si abbia: 
OM. (O) N= ka 


MN essendo tre punti @ 


Una stessa retta. Questo luogo è 

(F° 0) e che 
[AA 

io vettore partente da 0, 


Îl circolo a Che ha pe 


Passa per |? 
sÌ ha: 


© centro il punto € 


origine, In ciascun ragg 
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nflessione, mentre O è un 


r è un assintoto d’i 
to isolato se ka> 0 


Tin questa curva 
unto O è sempre un pun 


nto doppio. Il p 


Fig, st1. 
Quando k®< 0 esso è un nodo, Una cuspide od un punto isolato | 
secondo che k* è superior?» uguale od inferiore a — @*. 


Proche, in u 


Re 
Consideriamo in un circolo di centro O (fig. 312), un diame È 
fisso A B 


BE; è noto Che la corda D E invi- 


Uspidi che tocca la circonferenza 0 
golo equilatero 4 MN. Il punto di contatto 


Ppo è il simmetrico di D rispetto ad E. 


dal Bellavitis, 


di DE col suo invilu 


(1) È la curva detta Tricratere regolare 
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Le tangenti al circolo 0 in D ed E, s' incontrano nel polo / 
la DE. Il luogo di I è dunque la polare reciproca dell’ ipo- 
loide rispetto al circolo O, ossia è la curva cercata. 

Siano: 

O="? IOB=®@ 


è coordinate polari di I e poniamo «=EOB ; OB=R. 


Vvremo: 


EOB+DOB Pn 
Sa È x ssa va e—= 1800 — 29 
DOB-E = 
da cui si deduce, considerando il triangolo rettangolo 10 Di 
equazione polare della curva: 
R 
PS Agr di 
cos 3 ® 


ossia, in coordinate cartesiane : 

e (84° — 09) — R(a*+y°)=0 
ia e dunque una cubica caratterizzata dall’avere un 
MR oppio ombelicale e dall’ ammettere tre assi di simme- 
T n OqUazZiIONE (1) prova che la curva è una trisettrice (vedi 
Trisezione dell'angolo). 
pr la tangente alla curva, per esem po 
ioni si le essa è la polare, rispetto al circolo 0, del punto 
Bi. E tocca l’ipocicloide ; siccome essa sega E nel co- > 
E D° o armonico di F, basta dividere D parti uguali 
3 ca I con K, primo punto di divisione ® 
È, edale dell’ipocicloide di Steiner rispetto 
. — Se si prendono sopra una circonferenza 

| uno stesso punto C ed in sensi opposti, gli & \ 
CB= & doppi l'uno dell'altro, la retta AB inviluppa Un ipo- 
\cicloide a tre cuspidi. Il punto di contatto 


pio in 4 basta 0S- 


trico di A ri 
È ispetto a B. È 
I punti A e B coincidono e la retta A B diviene tangente al 
| Cerchio direttore quando : 
4= a = 240° @ = 480° 
_ | A=240° 
ur 4 
3-9 
perte A AC sil 
sa si 


I punti -così ottenuti sono i 
CC' CU è si chiat 


La retta A B diventa 


un diametro del circolo direttore 
quando: 


I 2:= 3600 2 = {200 
di B= 180 | Goo 
| 


SITO LU RT 


TETRA CIMA 


PE 


tetti 
atti tn dt 


Fig. 313. 


Il punto A coincide allora con €, cr O C'; i diametri cone. 
| ti punti sono tangenti all’ipocieloide in punti 


> C' rispetto all’altra 
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diametro 9 c.1 raggi dei cir- 
di 1:2 sì ha CD= 
DB e per conse- 
struzione seguente 


to M della circonferenza di 
CDA, CMO essendo nel rapporto 

DM=BN; dunque MN è parallela a 
nza perpendicolare ad OC. Da cui la co 


la pedale (P): 
si proietta un punto qualunque M della circonferenza di 


metro OC in N sul diametro OC, por N in P sulla corda OM. 
n coordinate polari (p = OP, = NOP) si ha Vl equazione : 


g=@ GOS3 © 


gs curva (P) ha avuto il nomé di Ocale di Mùnger. 


Quartiche unicursali. 


o doppio. — Questa curva possiede UN punto triplo 
“ offre la particolarità d’ una cuspide per due rami della 
turva che concorrono in esso. La curva ammette le direzioni 


m 
P 


Fig. 3 
8-36. A 2 
N 


gperone come direzioni assintotiche doppie. L' equazione del 
olio doppio riferita ad assi ortogonali, dei quali Y tangente 
| nel punto cuspidale, è: 
o (aL + by)= (2 +y"° 
I. — Possiamo ottenere la curva considerando un angolo retto | 
OAB e facendo le costruzioni seguenti. Da B conduciamo una 4 
ti rpendicolare ad essa O P; da 


‘ retta m qualunque e da 


p=a c0s0+ sen ® COS? 
nella quale - 


AB=b OM=p AOM=0% 


A 

$ 40 =a 
È 

i 

) 


Fig. 315. 


Punto cuspidale è pure asse di i 
Curva si ha il folio doppio retto, che corrispo 


una retta qualunque, 
la ad 00’, N M per 


eo. “ 


AN Paralle 
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pure (quando OM=0N) con quella della fig. 316, nella 
le m è una retta qualunque uscente da M; NE perpendico- 
ad m; EP perpendicolare ad MF. La curva è il tuogo di P. 


S 


B 


E — Siano i punti fissi O , A (fig. 317). Si costruisca un an- 
# retto OBA. Si conducano BC perpendicolare su 0A € 
, OM rispettivamente parallele ad O B,BA;la curva sarà 
iluogo di M. 


ù B 


Fig. 318. 
o A 

pe — Costruèéndo il triangolo rettangolo OBA (Ag. 348) a 
sateti passanti peri punti fissi 0, i» conducendo B € ed a 
n° A fino ad incontrare in C 18 08 @ 
i assando da C la perpendicolar 

cui luogo è il folio doppio retto. ne : 
Il folio semplice. — Questa curva ha UD punto triplo e !€ 
tangenti in esso sono coinci e direzioni isotrope sono 
è sole direzioni assintotiche 
Sia O A° un segmento dato. * 
tinque m, da A la perpendicolare SU di essa A P; da Pla per- 


e su 


denti; 1! 


© 


g semplice, la cui equazioi 
ASsUMENdO come asse delle ® la 0A,€ la perpendicolare 
essa in O come asse delle y, è : 


Ao'= (6 + y3 
nella quale A é una costante. Ponendo: 
OA=M OM=p MOÒA= 


si ha l’equazione pol 


are della curva: 


p=Mm costo 


Fig. 319. 


Il folio semplice, 


detto pure Ovale di Miinger, (1) non è "a 
un caso particolare in una famiglia di curve la cui equazion 
generale sarebbe: 


pe=mcostr+19 


La fig. 319 Pappresenta la costruzione di un punto M relativa 
al caso di n= 3 cioè di: | 


La costruzione so 
ripetuta tre volte ; i : 
Tebbe il folio sempli > quello di 7 sarebbe la curva 
corrisponpente ad n=2, ecc. 

e E 
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I L'espressione generale della distanza O N fra il piede della 
Normale in M sull’asse 0 ©, © il punto O è: 


4 GN. ALI 
f OU n+2 


Îe quindi per il folio semplice : 
on=-|- OU 


Il trifolio retto. — Questa curva ha un asse di simmetria 4 
le un punto triplo O le cui tangenti sono: la perpendicolare A' 


Fig. 320. 


| all'asse A per uno dei rami, € le bisettrici degli angoli for- 
mati dalle rette AA' per le altre due. Le sole direzioni assin- 


‘ totiche della curva sono quelle isotrope. - $ 
L'equazione del trifolio retto» rispetto agli assi Aen',è: 


ws +y3= A? (at — 9” 


i nella quale A è una costante. 


a 0 conduco una retta qualunque 


Eccone la costruzione. D 
da Pla perpendico- 


| -m; da Ala perpendicolare ad essa A P; 


SI 


Gi 


di Ae 
ra inte e 
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lare ad 0A sulla quale segno P' simmetrico di P; da P! con 
duco la Perpendicolare ad m ed ottengo su questa il punto W 
il cui luogo è la curva cercata. Ponendo : 


A0=a OM= p MOA=% 
Si trova l’equazione polare; 


p=ac080-—2asen® Cos © 


Lemniscata di Bernouilli. — Questa curva, tanto utile nella 
teoria delle funzioni ellittiche, deriva il suo nome (come altre 
analoghe) dal che significa striscia annodata 
ad otto. 

Fagnano, Matematico italiano, ne dimostrò geometricamente 
(nel 1750) le proprietà geometriche; Eulero studiò la curva anè- 
liticamente, ma venne poi denominata da Bernouilli. 

Essa è un caso Particolare degli ovali di Cassini (v. pag. 372}; 
è un’inversa ed una pedale dell’iperbole. Essa è pure la curva 
Che segue un punto pesante A per arrivare ad un punto fisso; 

se seguisse la retta A B. 


greco dsuyiszoz 


nello stesso tempo che 


B gli assi. Conduciamo da È 
la perpendicolare OR SU 48.11 luogo di R è la /emniscata la 
Cui equazione è, rispetto a tali assi 


abaoy=(e? +#°) nella quale 


cu 


MI CT OTINOTSATT “ 
E pa 7 Ù: 7 De: PN i Pe 
; Peggni Menia x » 
cal % 
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L'equazione polare è: 
i pe= d' cos? È) 
pi corrisponde l'equazione cartesiana : dll 


(0? + y* —- dì (03 a Y?) 


ferita ad altro sistema di assi. 

La curva ha un centro in O che è pure un nodo retto di ess8 ; 
essa passa doppiamente per gli ombilici del piano. Tali sono le 
aratteristiche della lemniscata. Essa può considerarsi come 
la pedale, dal suo centro O, dell’iperbola equilatera che è in- i 
viluppata dalle rette A B. EL) 
Chiocciola di Pascal. — Consideriamo la curva come con- 
coide del circolo O A di diametro a. Possiamo allora costruire 
la curva con la sola riga e un’apertura fissa di compasso. In- 


Fig. 322- 


î O qualunque @ 
fatti, prendiamo sulla circonferenze” un Punte cherà jl circolo 
ep siare0 per ssp UeA segante 3 si Pra sensi, sulla segante 
in unaltro pento 4; portiamo da 4 se: punti MM così ottenuti 
stessa un segmento dato i orse i 


2 — GHERSI. — Matem. i 


+ 
e. 
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(prendendo O come origine, il 
Asse ©, e la tangente in 
equazione 


diametro condotto per O com 
O al cerchio come asse y) avrà per 


(2947? —-2ao_- ps (0° + y?)=o0 
e in coordinate polari 


=2AC08% bb 


Esso è del quarto grado. La chiocciola di Pascal ha due punti 
doppi all’infinito (; Punti ciclici e un punto doppio al finito che 
è l’origine. È quindi una quartica bicircolare ed unicursale. 

Quando b <a ja curva ha la forma della fig. 322. 


Fig. 323. 


Quando b= a la curva ha la forma della fig. 323 e allora 
prende il nome di cardioide. 

Questa curva è anche unh’epicicloide monocuspidale; è l*in- 
versa focale della parabola e la sola Chiocciola rettificabile: 

Pera <b<?2a si ha la forma della fig. 324. 

Per 6=2a si ha la forma della fg. 325 e quando b>2@8Ì 
ha una forma quasi ovale, 


EP «= 
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Si può anche definire la chiocciola di Pascal come la cum 
inversa d'una conica rispetto ad uno dei suoi fochi, 
L’equazione Polare di una conica è: 


Fe) 


= =1—@c0809 
r 
quindi l'equazione polare della chiocciola sarà : 


db 
r=a-bcos@ Nella quale Frs: 


La curva sarà l’inversa di un’elisse o di un’iperbola, se- È 
Condo che sarà a 
Chiocciola ellittica ; iperbolica nel secondo, Quando a =bla 
curva è l’ inversa d’una Parabola relativamente ad un cerchio 
d’ inversione il cui centro é il foco della parabola e il raggio 
ne é il semiparametro, ecc. 

La chiocciola di Pascal è anche una epicicloide, una isottica 
di due circoli, nonché un caso Particolare dell’ovale di Carte- 
sio (nel Quale due fochi coincidono), 

Se si Considera Ja chiocciola di Pascal come pedale del cir- 
colo da un dato Punto, si può costruirla con sola riga e squadra» 

Siano infatti (Ag. 329) 4 il centro e M M' il diametro del cir- 
colo ; conducendo Per M e M' due rette fra loro perpendicolari, 
ì ; à un punto del circolo. ; 
La Sp Perpendicolare al] Faggio A S sarà la tangente al cir- 
colo in Sela O P Perpendicolare alla tangente darà ff punto 
P della chiocciola di Pascal, pedale del circolo 4 da O. 

— Così viene denominato il luogo dei punti, 
i distanze da due punti fissi, detti fochi, è 


{2-04 43) w4 + y-a'=0 
che si può Mettere sotto una di qu 


VASTA 


> Oppure <b; nel primo caso sarà una È 
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azione rappresenta una quartica bicircolare; le 


tte isotrope condotte pei due fochi ne sono gli assintoti, e i 
ue assi coordinati ne sono assi di simmetria. Consideriamo 
vari casi possibili relativamente ai valori di a © Cc. 

una curva simile ad un’ellisse, 


di Cassini (fig. 326). 


Questa equ 


f.- Pera>c\ 2 siha 
he perciò venne detta elisse 


Fig. 326. 


2. — La curva ha lo stesso andamento de 


quando a = ev 2, ma è bitangente al circolo 
(fig. 327). 


lla precedente 


Cc di raggio € 


— MESE 


3. — I punti B e B', quando a<e 


Cerchio C (fig. 328), 


sal Fig. 328. 


So — L’equazione, quando a=e diviene (22 +. 
=2c3(ot 4*); la curva e 


allora una Zemniscata (fig. 3: 
Pi 


5 


} Fig. 329, È 
p 
È. 
È 
5. — Sea_ e la curva é costituita da due. ovali sepé 
(fig. 330). 
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‘ovali di Cartesio. — Siano m, m' le distanze di un punto 
ariabile M da due punti fissi (fochi) 0, o';hek due quan- 
lità costanti. Supponiamo : 

mthm'= È k 


Î n luogo geometrico di M quando variano M, m' è un ovale 
di Cartesio. 
| Chasles ha dato la seguente elegante costruzione di tali ovali. 
Abbiansi due circoli O, 0'; per un punto qualunque H della 
si conduca una segante qualunque 
;0P,0Q,0' E, 
i sNN' che appar- 


è il circolo 0! e viceversa è O quando H coincide con 0' 
Se H è all’infinito, nella direzione 0 o! il 10080 di M 
colo che ha per diametro SS, essendo S» 
tudine di 0, O'. Detto circolo è jl luogo dei punti 
due circoli 0, 0' sono veduti sotto angoli uguali. 


siano entrambi interni, 0 entrambi es 
€; se H coincide con S'» 2 
circoli tangenti ad 0 » o' in modo che Sì 
esterno 0 viceversa. 

Se H coincide con Uno 
si riduce ad un punto, € od O 


dei punti D,G.1,L uno degli ovali 


Abbiansi in O, O' due Spille, alla prima sì fissa un capo del 
filo, si fa Poi passare il filo attorno allo spillo in 0' e na 0 
duce la punta della matita nell’ occhiello che termina l’alt 


4 
me 


Fig. 332. 


capo del filo; Spingendo la punta della matita contro il i 
modo da formare il triangolo 0 MO' si avrà come luogo 
un ovale che corrisponderà ad: 


Mt 2m'i=k 


k 
Se 00! = + l’ovale riesce APPuntito in O. Se 00 <7d 


2 
punti 0, Or Piescono entrambi interni all’ovale. 

Cicloide, — È jq Curva descritta da un punto d’una circon= 
ferenza che ruota senza scorrimento su d’una retta, È pure la 
traiettoria d’un Peso che tende un filo che si arrotola intorno 
ad una circonferenza Posta in un piano verticale. Essa si ri- 


Produce nella sua evolvente, 


WII — 
rona vale a dire che i tempi 


piegati da un punto pesante a cadere lungo di essa, sono 
ruali, qualunque sia il punto dal quale esso parte. Huyghen3; 
endosi di tale proprietà s ostrusse il 
endolo isocruno. 

La cicloide è inoltre brachistocrona ossi 
eguire un mobile fra due punti dati, in U 
Essa è inoltre il limite delle evolventi successive ® alternate 
j'una curva pualunque fra due parallele date, mentre fra due 
tte concorrenti la curva limite sarebbe un’epicicloide. 

La cicloide fu proposta da Giovanni Bernouilli per la n- sezione 
degli archi e dei segmenti circolari e Newton fece notare come 
sarebbe assurdo cercare il valore del lato del chilogono» ad es., 
per mezzo dell'equazione del millesimo grado che lo determina, 
mentre si può ottenerlo facilmente con l’uso della cicloide. 
“gl ipo-trocoidi, — Sono le traiettorie dei punti del piano 
d'un circolo che ruota, all’esterno © all’interno, SU di un cir- 
colo fisso. Quando i punti che si considerano come descriventi 
la curva appartengono alla circonferenza stess8» si hanno i 
casi particolari di tali curve detti epi ed ipo-cicloide tanto 
usate nel tracciamento del profilo dei denti nelle ruote dentate. 
Ipocicloide a tre cuspidi. — È una eurva algebrica di quarto 


ordine la cui equazione è : 


a cicloide è una curva fautoc 


aèla curva che deve 
n minimo di tempo. 


(a+ y +82 (3 yi — 0) +18r* (2° yy 2rrt=® 


Le proprietà notevolissime di questa curva, detta dal cre- 
era urna meravigliosa, furono studiate da moltissimi g®0- 

metri; sarebbe qui fuori di luogo l’accenna 
sdale relativamente ad 


un punto qualunque della circen 
alla curva è un trifolio, € quella re 
spidali è un ovale di Munger, del quale sì tra 
« ® pag. 362 fig. 313. 
Evolvente di circolo. — critta da UN punto 
| d’un filo avvolto su di una ci quando lo si svolg®» 
mantenendolo sempre tangen : * 
Sì usa nel profilo dei dent liere, nei ponti le- 
vatoi, negli eccentici ® poccioli, nelle turbine, ecc. 
La sua inversa è la spirale trattrice che ha le sue tangenti 
u a 
| L’evolvente di circolo è una 


lativa ad un 
ita nel paragrafo 


pedale della spirale iperbolic&. 
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Catenaria, — È la curva che Assume sotto l’azione della gre 
vità una corda Od una catena pesante e di sezione costante, | 
La sua equazione è 
= e” + e-® 


Offre la Particolarità di avere il centro di gravità più fe | 
di quello delle Curve isoperimetre passanti per due punti Di 
vello. È il profilo teorico, delle vòlte di spessore cali 
CUnVa d’una vela tesa dal vento (celaria), che agisca norma 
Mente ad essa. : 

La catenaria è l’evolvente della trattrice definita dalla pro- 


Prietà di avere la tangente costante. È inoltre l’ortottica della 
logaritmica. 


Spirali, — D’Archime 


de. La sua equazione in ccordinate po- 
lari è semplicissima: 


P=@® 


Una spirale d’Archimede viene descritta da qualsiasi gi 
unito ad una retta e distante da essa 7°, quando si fa rotare 
letta su d’una circonferenza di raggio r. ; pae 

La pedale retta od obliqua del centro d’una circonfer 


È imede. 
lispetto ad una delle sue evolventi è una spirale d’Archime 
Iperbolica. - La sua equazione è + 


Po={ 
Essa è l’ inver 
Prospettiva d'un’ 


Questa CUrva gode della curio 
Igmatica (cioè inversa di se 
dale, l’omotetica, la caustica, 


Sa proprietà d'essere analla- 
Stessa), di essere inoltre la gi: 
la polare reciproca, ecc. di s 


a = ; 
rve che hanno per epicicloidale 


la spirale logaritmica. 
n sistema di due ruote 


unti fissi, per cui ven- 


sotrepenti. — sono quelle cu 
a circonferenza ; tale è, ad 28» 
Le isotrepenti possono dunque dare U 
tanti l'una sull’altra attorno @ due P 
no usate in varii meccanismi. 
L'ellisse è isotropente rispetto al s 
Traiettorie ortogonali. — Vengono © 
he segano ad angolo retto tutte le éurve d' 
cone altuni esempii: 

z FESdO = 
Famiglia di curve | o Bag e 


Circoli tangenti in uno stesso punto ad | 
una retta data O passanti per due | 
E SPIA Circonferenza 


uo foco. 
osì denominate je curve 


una stessa famiglia. 


punti dati. . . - - - * 
Circonferenza o parabola che si sposti 
conservando lo stesso asse . È Logaritmica 
Parabole aventi lo stesso asse © lo stesso 
vertice . + Pia PA Ellisse 
Ellissi omofocali . . » + © © X Iperbole 
Iperboli concentriche, aventi un punto 
comune . SL a SaS cassinians 
Lemniscate aventi lo stesso centro © gli 1 
stessi assì . + + «+ © © CERA Lemniscata 
” con as 45° 
con quelli d. prime 
Settrici. — Se due rette prillanti ruotano uniformemente at- ; 
torno a due dei loro punti, il luogo della loro intersezione € 
una linea oscura (interferenza). Questa Curva» osservata la 
schoutè, comprende 


au © denomina ada Î 
i il circolo, pole, 18 strofoide, la tri- 
ecc. 

descriceranno tre 
dei vertici 


prima volta da Plate 
come casì particolar 
settrice, la sesquisettrice, 
Curva d’inseguimento. 
cani che s’inseguano P@ 
d’un triangolo equilatero * 
Essi seguiranno delle spirali logaritmiche. 


_ 


rtendo ci 


itemidioneteiteniei iii 
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erale consiste nel 


Il problema gen 
un mobile A ehe 
Ugualmente Mobil 
è una retta, l’eq 


uazione della curva descritta da Aèd 
forma : 
a +1 e k.1 
dp k+T -kA1 


ma negli altri c 
non integrabili. 
fra le Quali le g 


asi si hanno e 
Il problema 
eguenti : 


Quazioni differenziali, in generale! 
Può mettersi sotto altre forme, 


e sempre nascosto dall’albero ? 


Tracciamento meccanico 


Urve e delle Superfici geometriche. 
Sistemi di sbarre articolat 
lato da Kemp 


e è possibi 
appropriato, il tracciame 


e. — Curve (1), piano, sfera, eee. 
e, nel 1875, in un teorema che porta 


le, con un sistema di sbarre articolate 
nto d’ 


di molti problemi di Meccanica che altrimenti riuscirebbero 
assai laboriogi, s 

Mannheim dimostrò Pure che una retta nello s 
sere descritta con un i 
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Mi limiterò ad un cenno gui principali Apparecchi del ge 
nere, cioè su quelli atti al tracci 


Elisse, — Iracciamento col filo. 


ben noto il tracciamento col filo (detto dei giardinieri), che 
consiste ne] fissare, nei fochi, le estremità d’un filo lungo | 
quanto l’asse Maggiore, filo che deve poi essere mantenuto | 
teso, durante il movimento, dalla punta tracciante. 

questo un Procedimento grossolano, utile però in molli 
Casi nei quali la Precisione non è richiesta. 


Ellissografi articolati. — È dimostrato da Schooten che se 
in un compasso articolato 


Muove su di una letta passante per questo punto, ogni punto 


del secondo braccio descrive una el- 
S lisse. In base a tale osservazione 
E Peaucellier costrusse nel 1873 il pri- | 
LA mo ellissografo articolato, che è rap- 
Presentato nella fig. 333 nella quale 
O è il punto fisso; ogni punto M della 
sbarra B K descrive delle ellissi: È 

Analogamente nelle guide Hart e in 
Quelle rappresentate nelle fig. 334-385 
si hanno altrettanti ellissografi; la 
lettera M indica in tutte le dette fl- 
gure la punta tracciata. | 

Se il sistema articolato di Hart è 
un romboide, il punto F (fig. 336) si 


Fi ì Muove sulla perpendicolare ad gp 
e Passante per A, Dunque GF=GA 
Ogni punto di G F descrive un’ellisse. 
Etlissograf dive 


ei, — Numerosissimi sono i compassi per 
tanti ne citeremo uno 


che fa parte di essi. All’ 
tita o un tiralinee. 

Si porta la matita al centro dell’ellisse © si porta il corsoio 
situato dal lato opposto della matita; nel Punto più discosto 
dell’ellisse, Nel punto più vicino di esso, invece, sj fissa l’altro 


una punta resta fissa e l’altra si 1 
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frorsoio. Si dispone allora una comune squadra da disegno 
‘col vertice dell'angolo retto nel centro dell’ellisse © coi lati 


passanti rispettivamente per i punti più vicino @ più lontano 
fiell'ellisse. Si fa quindi poggiare uno dei corsoi contro la 
\squadretta, mentre l’altro si fa corrispondere al suo vertice s0- 
wrapposto al centro € si fà girare la sbarra, in modo che i due 


Fig. 337. 


corsoi rimangano sempre aderenti uno ad un cateto © l’altro 
all’altro della squadra, tenendo questa ben ferma 0 fissandola 
opportunamente. Con la posizione della squadretta indicata in 
figura si otterrà il quarto di elliss®» diciamo così Nord-Ovest 
e con tre spostamenti della squadretta si potranno tracciare 
gli altri tre quarti. 7 x 

Il principio fondamentale degli ellissografi di tal genere € 
questo: Date due rette 4, b comunque inclinate l'una rispetto 


di srt 
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all’atra, se sì fa muovere una retta e j 
di un suo segmento costante MN 
qualunque della € descrive un’ellis 


n modo che gli estreni 
percorrano a e b, un pu 
se di centro O, Se l’angolo 


Fig. 338, 


H 
As bé retto il punto di mezzo S$ di M N descrive un circolo È 
di centro O e di raggio > —- Quindi alla retta d si pui ted 
Stituire una sbarra 


(fig. 338) rotante attorno a C, articolata in 


S con altra sbarra SN= SC, il cui estremo N sconta “i $ 
CH. Un suo punto qualunque P descriverà un ellisse di semi — 
assi CG= CS_ PS e CH = CS + PS. 
Iperbole, — Tracciamento col filo. n 
Si può descrivere un arco di iperbole, con movimento con 
tinuo, in questo modo. Si 


fissa in uno dei fochi F' (fig. 339) une 


er. "n 


1 La Sa 
into X estremo della riga. Se si tende allora costantemente 
lesto filo, lungo la riga, per mezzo d’una matita, facendo 
traccerà 


btere la riga attorno ad F', la punta della matita 
arco d'iperbole voluto, poichè si ha sempre : 


MF — MF=(MP'+ MK) — (MF + MK)= AA' 
de il filo sul- 


i curva si ten 
arco dell’al- 


Per la metà inferiore del ramo d 
te si traccia l 


laltro lato della riga. Analogamen 
o ramo. 


Iperbolografo a liquido. — Si8; rispetto a 
prtogonali, y=f (2) l'equazione d'una curva F ed ABuna sua 


secante (A e B essendo due punti consecutivi d° intersezione 
i di determinare invi. 


E° retta con la curva). proponiamo© 
uppo della retta A B che limita sulla Curva F una superficie 
d'area data. 

Se l’area AF B è costante il 


d un sistema d'assi 


di AB © del 


di contatto 
basta 


punto 
ea convincersen@ 


suo inviluppo sarà nel mezzo di AB 
la posizione di AB infinitamente vicina. 
Ar se (Vo ’ Yu) (01 » Y1) SONO le coordinate di A e di B; 
e (X, Y) di un punto della curva A, inviluppo di AB; 
saranno: 
x=- “A (4) 
Y= Yotyi o f (Co) +f (LI) 2) 
2 2 
etta- AB © la curva F si 


L area costante S compresa tra lar 

î Ap considerare come la di 
ZA e quella della curva 

e di B sull’asse delle . S 


sup +f0à _ (/@ ao = S 
2 


fra l’area del trapezio 
F,a e proiezioni di 
i ha quindi : 


(e, — Do) pai 
(* 


quazioni (1) 
ta dalla retta AB. Nel caso 
econdo grado 


rva de 


pptanaso e, ed a, fra le tre ® 
equazione della curva A invilupp® 
particolare in cui la curva è di 

una conica omotetica; ossia la ©U 
una parabola od una iperbole, sec 
circolo, un’ellisse, UNA parabola una ; 
sistema di due rette costituito dagli assintot! 


dilett. 
D ps di 


lo, un’elliss®, 
F è un 


iperbole od anche un 
dell’iperbole. 


25 — Guersi. — Mate. 


co sl 


» de È 
‘n ct di 


L’iperbolografo ideato da E. Estanave è basato su di i 
Proprietà ben nota della tangente all’iperbole. Essa consi 
in questo: L’area compresa fra una tangente A B all iperbole: 
e gli assintoti OA , OB, ossia l’area del triangolo 0AB è dg 
Stante. In altri termini, si può considerare iperbole cun | 
inviluppo del terzo lato d’un triangolo AOB d’area costante, 

Se consideriamo un recipiente (fig. 340) di forma prismatica 
MNO,M' No: contenente un volume V di liquido, l’area del & 
triangolo A OB determinato sulla faccia MNOdel prisma dalle. 
superficie di livello ABB' A' rimarrà costante quando si farà 


rotare il recipiente attorno allo spigolo 00! orizzontale, esser | 
doché AOB x 00! = Vv. 


Fig. 340. Fig. 341. 


In tale movimento di rotazione la superficie libera del gi 
inviluppa un cilindro iperbolico, le cui generatrici sono para 
lele aq 0O'. 


V = ks V 

È da Osservare che se | 
equilatera) e AB, A! Br 
del liquido, la porzione di 
mente la CD, che ad’ 


angolo (fig. 341) in Oè retto (iperbole 
TAPPresentano le Posizioni estreme 
Curva determinata dal liquido è solg&- 
altronde è la sola Parte che può interessare. 


e” 
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ngolo di O essendo ugualéè a quello 


da costruire) si adattano esatta- 
all’interno, € si usa come 


1 Se alla parete AO B Va 
egli assintoti dell’iperbole 


ente lamine di rame ben deterso 
liquido una soluzione di bicloruro 0 di nitrato di rame, questo 


Ta contatto del rame precipiterà il mercurio in istrati ben netti 
sul rame, purchè il moto rotatorio attorno ad 00' (ottenuto con . 
meccanismo da orologeria) sia abbastanza lento ed uniforme. 
! con un apparecchio nel quale l'angolo in O fosse variabile 
si avrebbero due variabili o e V, e Si potrebbero così, brac- 
ciare delle iperbole d’assi stabiliti a e d. 
Si potrebbero avere le iperboli su carta mettendo al posto 
della lastra di rame una lastra fotografica (previamente velata 
esponendola alla luce) e usando un volume V d’un rivelatore 
qualsiasi. Dopo la fissazione della negativa si potrebbero ripro- 
durre in carta le prove dell’ iperbole tracciata dallo strumento. 


D \ 
u' R 


Fig. 342, 


Parabola. — Tracciamento col filo. 

Si può descrivere un arco di parabola con moto continuo, 
facendo coincidere la costola d’una riga con la direttrice DD' 
della curva (fig. 342) @ applicando contro la rigà il cateto mi- 


nore d'una squadretta. Un filo, lungo 4 
di essa HG è fissato per un estremo nel foco F della parabola 


uanto il cateto ma ggiore 


e per l’altro all’estremità 
costantemente questo filo e 


scorrere la squadra lun 
scrive un arco di par 


Conicografi. — I sistemi articolati che servono a descrivere 
le curve inverse delle coniche, già descritti precedentemer 
(concoidografi, ci ssotdografi, ecc.), possono servire come ci Sali 
cografl applicandovi degli inversori. È 

Dell’Autore, = Cinque punti del piano determinano una co- 
nica. Sul Principio del teorema di Pascal è possibile cosi 
uno strumento o compasso atto a tracciare la conica, in ge. 
here, determinata con tali datiA,B,C,D,E (tg. 34). 


go la riga, la punta della matita de 
abola. 


L’esagono iscritto sarà costituito dai cinque punti dati e dal d 
punto F incognito. I due lati o 


Pposti AB, DE dell’esagono si 
Segano in O; il lato BC è Quello variabile E. in R, onde ok 
sarà la retta di Pascal; essa sega il lato CD in P epperò la 
AP segherà la ERinp punto cercato, Sostituiamo alle rette 
Sbarre rigide; AB, DE fisse, come 
pure BCeCDn, Un’altra sb 


Arra rigida sarà la O PR che puo È 
> mentre le altre due s 


ent 


al corsoio F descriverà la conica — 
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arre dovrebbero avere lun- 
di certi archi della CUrva, 
fo) assumendo come 
una prima parte 
tagono più ton- 


. Siccome le sb 
1 tracciamento 
tare il compass 
ol tracciamento ad’ 
su di un altro pen 


tiva dei punti dati 
hezze eccessive pe 
on st farà altro che Spos 
ti punti già determinati © 
ella curva, basandosi, cioè, 
eniente del dato. 

Tolto questo inconvenient 
compasso da me ideato fun 
utile in Geometria descrittiva, proiettiva, ecc. 

Cissoide e Strofoide retta. (Newton). — siano AP ed AQ 
due rette rettangolari ; la prima assoggettata a passare per 
un punto P fisso; sulla seconda siasi presa una lunghezza co- 
stante AQ uguale alla distanza del punto P ad una retta fissa 


o rilievo, questo 


e, d'altronde di po 
uò riuscir assai 


ziona benissimo © P 


to a scorrere. It punto 
d'incontro 


angolo PAQ 
e se 


QR sulla quale il pu 
A descrive una strof è 

di AP con QR si ha eV! RC= RA. Se v 
è costantemente uguale ® PCQ supposto qualunque, 
AQ= PC il punto A descriverà una strofoide obliqua. 


Il punto medio M di 
Diocle. Sia infatti 


ii SM ‘è Parallela a p 
DE PSNQla retta D 
è uguale e 


pleta il parallelogra ma 
N è tangente in Dal circolo CD poiché QN° 
Parallela a CD. Ma il trian 


golo P7Q è isoscele come 
ì triangoli STM » SCG, QMN, il che dimostra appunto chèi 
Si luogo di M è la Cissoide di Diocle. 
ti Questo modo ai tracciamento permette di costruire la no 
si) male in 


lla figura PA 
con la Perpendicolare PE a PA. 
Le normali Cercate sono dunque FA ed EM. von i 
Concoidograf. — Le concoiai sono curve i cui raggi va 
19 tori sono quelli d’un’altra Curva, aumentati 0 diminuiti d'una | 
| quantità costante. Così la chiocciola, 
1 di Pascal é la concolde interna del 
circolo. ; 1 
Si chiamano concoidografi gli sr 
Menti atti al tratciamento di ne 
curve, e si distinguono in protrattori È 
€ retrattori secondo che Ie 
H della curva base vengono ui». | 
ì O diminuiti. Tutte le guide articola 3 
Possono venire trasformate in concoi- È 
dografi. î 
La fig. 345 rappresenta un concok 4 
dografo nel quale il punto fisso è F_- 
© quelli traccianti sono Ce @ Si è/G 
notato a suo luogo che la chiocciola 
di Pascal, oltre 


Ché come pedale del Circolo, ecc., si può cose 
siderare come una concoide 


derivata da esso e però i concoi- 
ossono considerar 


, è il circolo, 
Curve cissoidali. — 


Se nel sistema &fticolato della fig. 36 | 
sì fissano i punti A, E 


:@SSO risultato, ma 


&. 347 nella 
cciante, 


A F 


F 


Fig. 349, Fig. 350. 
In quello della fig. 348 si Pende fissa la sbarra C E; nella 
fig. 349 la CD; nella 334 Ja AD; nella 350 la EF; nella 335 la 8 
e nella 336 la GF, (1). 


O 


(1) Vedasi pure « Concoidograsi » Pag. 390. 
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i articolati. 


a articolata 
a medesima 
I meccanismo percor- 
ga restano costante- 
ella ® il quoziente 
ante. Per conse- 
iana qual- 
di questa 
fi iperbolo- 


Meccanism 
una losang 


ue lati adiacenti sono prolungati d’un 
e due estremità libere de 
rtici della losan 
a normale a qu 
a resta così 
ijve una curva P 
la proiezione 
llissogra 


nl proiettore consiste in nella quale 
lunghezza 


rbitraria. Se | 
fono una retta, i due ve 
mente su d’una stessa rett 
delle loro distanze da questa rett 
guenza se il vertice superiore descr 
siasi, il vertice inferiore descriverà 
curva su d’un piano. Si possono costruire © 
grafi, ecc. su questo prineipio. 

Altri apparecchi del genere, quali V'inversore € Ì 


duplicatrice sono più complicati. 


a manovella 


Cinegrafo. 
nita d'una rotaia sulla quale scorre un 
mentre la B è fissa 


Una lavagna A è MU 
La B' è folle, 
ve 


carrello di due ruote B, B'. 


sul proprio asse. porta ad un estremità una puleg- 
i sposta vapparecchio sulla rotaia, 


gia D che gira 


Sulla Puleggia Dé x 
€ porta una palla.n 
che può venir fissat 
Senta il corpo animato 
tratta di comporre 


da due movimenti simultanei che LE 
Una matita di gesso portata dalla palla] 
avagna il suo movimento risultante, Supponiamo 


10to ] ondo la freccia; La palla Ei 


l’ apparecchio sec 
la sbarra F; è il moto relativo. ; 


traccia Sulla ] 


messo in n 


sale lune 


f 


lento Con 


Nponente é Quello di traslazione della 
moto Assoluto è ra 
Che la palla traccia sul 


la lavagna. Comunicando alla palla gli 
» UNO dopo ja i 
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Ecco la teoria del cinegrafo, secondo Boleslao Miodzieiowski 
ell'università di MOSCA. 

I Supponiamo la ruota B cOn la puleggia MN immobili nello 
pazio, con origine delle coordinate polari in B. Allora: 


o=f 9 


i) 
equazione di p B,' (posizione del filo) è: 
o sen (0 —y=!sen (o_- 
Nel triangolo elementare CB'; B's: 
G B' r dy 
(6) ed dn ST PRAIBaRi ne ni 
) B'; B'» sen \7 Y) Lda 
Tenendo conto di (1) possiamo supporre : 
i dy 
(4) Lr ) 
dae Sa) 


Introduciamo (3) e (4) in (2): 

(5) psen (o — = rf@) 

MN, come inviluppo di pB'...pB'a:** sì trova Per 
(5) e (6): 


mezzo di 


(6) da Cons paese Pd 
goose — = pig — S08%9 —_ 

Dalla quale: 
(9) 

)= tansg —_Y) FF) 


() tang (0 — v 


Così, nel caso d’una retta: 


y = ca 
avremo 
f(A=4 eP)=® 
da cui 
p= ar 
Nel caso d’una parabola 
y= ca 
avremo : 
(8) fa=? 


e così di seguito. 
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Nondimeno, per la costruzione del profilo MN e preferibile 


di non usare l’ equazione Polare, ma di seguire un procedi». 
mento più semplice, cioè : 


Le equazioni (5) e (8) danno: 


sen (o — += Dp 
Vale o dire che 3} seno del 


t angolo w, c} 


Ts Che si prende come variabile indipendente. 
Sferografo, — Se tre punti Assi d’una retta m si muovono 


«sopra sfere aventi i centri in linea retta, ogni altro PeR 
« di tale retta m de 


«portuna scelta di 


dati, un certo punto di essa retta descri- 
«pera un piano », 


È i a 
Questo teorema di Darboux può servire per CORRA DI 
; . ; i orani 
Sfera il cui centro sia inaccessibile o il cui raggio sia ua 
dissimo, In base a tale teorema il Piano può essere desc 
medi 


ante un Sistema di quattro sbarre. È l'elle 
Ellissoidografo, — Si può definire la superficie dell’ e i 
Soide come il luogo dei punti d’una Petta, tre punti fissi Sd 
quale descrivono dei piani, Ciò posto, in base a quanto a 
detto relativamente allo sferografo, si potrò descrivere la su 


: Lo : Do . î i do- 
Perficie ellissoidale mediante un apparecchio composto di 
dici sbarre, 


l’angolo BB, P è proporzionale al- 


scriverà una sfera, per modo che con ope 


i 
| 
; 
1 
à 
1 

i 


SULLA RISOLU ZIONE 
FI PROBLEMI DI GE OMETRIA 
CON ISTRUMENTI ELEMENTARI 


Tn 


pAg FAL 


ELSE e, 


ari s'intendono la rig& 


la riga a due orli paralleli, 1a squadra ® la falsa squadra. 


te di effettuare (nel pia 
di rette © la determi- 


costruzioni lineari, cioè il tracciamento 
nazione delle loro mutue intersezioni. 
1 problemi più elevati -esig he non sono 
| più effettuabili con la sola riga. Qu 

ne nel tracciamento di curve più levate della retta 
Bi onti cciamento di esse sì può far dipendere 
i i di disegno più complessi della riga. 

I problemi costruttivi sì possono dunque el 
questi due criterii : 
n j°, La natura delle curve dal cui tracciamento si può far 
ipendere la risoluzione domandata (1). 

2°, La natura degli strumenti atti al tracciamento delle 

nominate curve. 
Col primo criterio si consid geom 

| curve; col secondo la semplicità meccanie el tracciamento. 

Nella geometria analitica abbiamo poi terzo criterio ri- 
guardante la natura delle operazi i ì 
trascendenti, dalle quali si può far dipendere la solu 
| Sì cerca. 

Secondo tutti e tre i criteri indicati si presentano in primo 
luogo i problemi di 4° grado (grafie 


Ce 


I NRE ER) 


assificare secondo 


era la semplicità 


trià proiettiva. 


Lezioni di Geom® 


(1) Enriques Federico. — 


Si possono collocare 
fici e metrici), Invero: 


Ii Le costruzioni 
dipendone 
chio fisso, di dato ce 
la linea più semplice 


de 


dei più semplici dopo 
3°, La risoluzione 
equazione del 90 grad 


Chiede soltantò l'estrazione d’ 


razioni razionali sulle 
dati); una siffatta est 
Semplice che compari 
Ai problemi di 2° era 
essere di 20 grado, si 
<° grado; ossia i probl 
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subito dopo i problemi di 2° grado (gm 


che occorrono Per la soluzione di esi! 


dalle intersezioni delle rette del piano con un cen @ 


ntro; ed il cerchio è, sotto molti aspetti, 
dopo la retta. 


-°. Il tracciamento del cerchio occorrente all’ uopo si può {È 
effettuare nel disegno con lo strumento compasso che è uno # 


la riga. 


&nalitica di tali problemi dipende da una © 
0 (e da equazioni del 1° grado) ossia, ri- | 
un radicale quadratico {ed ope- j 
Quantità che corrispondono agli elementi | 
razione è l'operazione irrazionale più 
sca nell’algebra. 


do si possono collegare quelli che, pig Î 
Fiducono però a successivi problemi di 


5 y 
emi che si risolvono nel disegno coll’uso 


di una conica fondamentale fissa, la quale, nel caso dei pro- 


blemi metrici si 


SUPPONE essere un cerchio di cui è dato.il 


Centro. E questi problemi sono evidentemente risolubili di 
riga e compasso ; Ma, viceversa, non è chiaro a priori che tu o 
i problemi costruttivi risolubili con la riga e col compasso 


riducano a successivi p 
coll’uso della riga e a? 


Tale fatto Puo tutta 


Dies: ua i 
roblemi di 20 grado, e si risolvano quind 
un cerchio fisso di dato centro. a 
via essere stabilito, Basta notare ch 


l’uso degli strumenti — riga e compasso — corrisponde alla 


Possibilità di riso] vere 


10 determinazione 
una retta; 


i due problemi fondamentali sea 
delle intersezioni di un cerchio co. 


Il secondo problema si riduce al precedente, bastando sosti- 


tuire ad uno dei cerchi 

struisce linearmente. 
Resta così stabilito ch 

minati, che sono risolu 


(1) Vedi Opera citata. 


l’asse radicale dei due, il quali si co- 


e: Tutti i problemi costruttivi deter- 
bili con riga e COMPasso, si possono 


Si 


PNE” 


ot gi c'e 


olvere con la sola riga € coll’uso di un cerchio f1s30 di 
to centro. 
, Severi ha poi dim 


nati, risolubili con 


ostrato (1) come: Tutti i problemi deter- 
la riga e col compa830, si risoleono col- 


s0 della riga e di un arco di circolo di dato centro. 

Se si tratta d’un problema grafico il centro del dato arco 
on interviene nella costruzione, e non è quindi necessario ; 
entre se si tratta d’un problema metrico, che si voglia risol- * 
Be con la sola riga, occorre introdurre fra i dati l'assoluto, il 


- viene determinato assegnando anche il centro dell’arco, 
vece di considerare il cerchio come conica-luogo 10 si può 
ossia supporre possibile 


meperte dato come conica-inviluppo» 
operazione dél condurre per Un punto esterno le tangenti al 
an invece dell’operazione correlativa del 
i igpo con una retta; si potrà allora riguardare 
n 0 ro cerchio-inviluppo, quando invece del compasso, (2) 
col Di. » strumento riga 4 due orli (paralleli s'intende) 
Sali da DE entemente si possono appunto condurre le tan- 
della è n persa esterno al circolo che abbia 1a larghezza 
etta riga. 
ee i problemi costruttivi de 
» i. vere con la riga e col compass0, 
D : ere con la sola riga due orli. 
Sa problemi di secon do grado, 0 riducibili @ problemi di 
io Fia i quali si possono risolvere determinando le 
più meo di rette e di cerchi, vi sono altri problem, 
Talti cla i, che non sì possono più risolvere nello stesso sagra 
Dlicazi ssici problemi della trisezione dell'angolo; della du- 
È zione del cubo, della quadratura del circolo. 
dei “n stabilito che la soluzione di essi, Com? er 
Foto: ci, cioè col solo uso della riga € | / ; : " 
5 ; e si sona trovati d'altra parte, sia dai Greci stesSh sia dal 
Moderni Geometri, strumenti più complessi atti 
Pei due primi problemi, che sono del terzo 


terminati, che sì 
si possono an- 


(1) Complementi di i È ;ettiva, PA&- 302. 
Ò nti ai Geoea wa È» gPmostrato come tutte le costru- 
la sola riga, 


lA Poncelet prima, © poi Steiner, a 

zioni eseguibili con riga © compasso SÌ possano eseguire con r 
quando sia dato nel piano della figura UN suo centro. E giù 
Cardano, Tartaglia © De-Benedictis avevano riconosciuta la possibilità di ri- 
solvere i problemi della Geometria di Euclide con la rig 
tura costante di compasso. 


È 


she #00 


tracciamento di coniche, e quindi uno strumento (compassì È 
ellittico, iperbolico o parabolico) atto a tracciare queste CUIVES 

L’ultimo, trascendentale, richiede invece linee O strumenti - 
più elevati, ma si risolve anch'esso, nel disegno, coll’integrafo, È 
strumento ideato da Abdank-Abakanowiez (1). 


Per limitarci al piano (2), le relazioni metriche si possono | 


tutte esprimere mediante i concetti di parallelismo e di pers 
pendicolarità. I parallelismo di due rette si traduce nella pro- 39 
prietà di esse d’intersecarsi sopra una retta particolare, la 19 
Petta dell’ infinito del piano. La perpendicolarità di due rette, : 
o meglio di due direzioni, si traduce in una particolare relast È 
zione dei punti dell’infinito corrispondenti, i quali debbono 
essere coniugati in una certa involuzione che é l’incoluzione è 
assoluta sulla retta all'infinito del piano, 
La retta all’ infinito e l’involuzione assoluta su di essa, co- di 
stituiscono gli enti metrici fondamentali del piano 0, breve- 
mente, l'assoluto : tutte le relazioni metriche equivalgono & 
relazioni grafiche coll’assoluto e quindi tutti i problemi 1, 
trici si riducono a problemi grafici quando fra i dati sì PE 1 
gono anche gli enti costituenti l’assoluto (0, in casi speciali, È 
Una parte di essi), assegnando nel piano qualche /igura for: } 
damentatle. U 
Per le costruzioni di parallele basta dare come figura pen. # 
mentale un Parallelogramma, cioè due coppie di rette nara 
lele. Per le costruzioni ove entra anche la nozione di perpae 
dicolarità, occorre aggiungere due coppie di direzioni orto 
gonali (individuanti l’involuzione assoluta); allora si risolvono 
con la sola riga tutti i problemi metrici di primo grado. 


In particolare questi problemi metrici di primqg grado si ARS 
vono con la sola riga quando è dato un quadrato, i cui lati è 
diagonali forniscono 


Appunto due coppie di direzioni ortogonali: 
Già abbiamo veduto come ij problemi di secondo grado (gra 
fici e metrici) o ad essi riducibili siano risolubili con la sola 
riga quando si abbia nel piano, completamente tracciato, un 
circolo e il suo centro. In questo caso il cirsolo stesso (CONO 
scendosi il suo centro), serve a dare gli enti metrici fonda- 
mentali del piano. Esso serve infatti a tracciare quante si v0- 


P_ 
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ele (mediante coppie di diametri) e quante 

li rette perpendicolari fra loro. 

on la squadra € la falsa squadra, usate in modo conve- 
stesso risultato conseguibile con la 


ente, si perviene allo 
soncludere che: 


ga a doppio orlo per cui si puo © 
] problemi risolubili con la riga e col compasso si possono 


he risolvere con l’uso esclusivo della riga A due orti, della 
uadra, o della falsa squadra. 

Lorenzo, Mascheroni poi nella sua famosa «Geometria del 
Mmpasso > (4797) ha stabilito tutti gli elementi per la dimo- 
trazione della possibilità di risolvere col solo compasso qual- 
asi problema risolvibile con riga ® compasso; Ma la dimo- 
trazione di questo teorema è dovuta all’Adler 
Un problema determinato dfcesi di terzo gra 
proiezioni e sezioni, esso riducesi al problema 
di trovare le intersezioni ulteriori di due coniche ave 


punto comune dato. 

Un problema determinato dicesi d 
proiezioni e sezioni può ridursi al pro 
tersezioni di due coniche, delle quali non 
punto comune. 

Trattati analiticamente, Î P 
‘ad una risolvente cubica, e Que 
solvente biquadratica. 

Son punto di vista geometrico: 09 
È per o quarto grado, si può riso 
pn purchè sul foglio del disegno 

iversa dal circolo (1) od anche soltanto U 


munque piccolo, di essa. 


ano rette parall 
vogliano coppie ‘ 


do quand0, con 


nti un 


i quarto grado quando, con 
blema di trovare le ine 
si conosc@ nessun 


grado conducono 


roblemi di terzo 
grado ad una ri- 


li di quarto 


ni problema determinato 
leere con la riga € co 
sia tracciata una 
n arco, C0- 


Con la sola riga. 


si possono eseguire coll’ uso 
unicamente delle rette, senza 


altre figure geometriche» 
in pratica, spe- 


È campo .delle costruzioni ene 
ella sola riga, ossia tracciando 


| che nel piano della figura siano date 
è limitato, ma assai interessante © utilissimo 


cialmente in Topografia. 
tiva, pag. 363. 


® Severi, Complementi di Geometria proiet 


26 — GHERSI. — vee ilett. 
IA”. * RsLo- 


Schooten e Brianchon furono i primi a proporsi la soluzione 
di taluni problemi con la sola riga. 


Darò solamente un cenno di costruzioni di questo genere 


che richiedono alcune nozioni di Geometria proiettiva (teoria 
delle trasversali). 


I. — Date due rette a ; D il cui punto d’incontro cada fuori 


del foglio, condurre per un punto dato X una retta che 
passi per detto punto inaccessibile (fig 353). 


4 GX 
7 
Fig. 353. 


Per X conduco due rette ad 
E, F, G, H, le datea e b; conduco le congiungenti E , H ed 


cercata. 


MH. — Dati due punti H, K q’ 
bile, determinarne quanti 
sola riga. 
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Conduciamo (fig. 354) due rette qualunque mi.,m'e congiun- 
giamo un punto L d'una di esse ”% coi punti dati H_K. Otter- 
remo così sulla m' i punti M', N!.Conduciamo per K una retta 
qualunque che ci darà i punti N sulla m ed L' sulla m'. La 


Fig. 354. 


H L' determinerà M sulla m. Pproiettando allora N da M' ed N' 
da M avremo il punto S che appartiene alla K H per Un noto 
teorema (4). 

Passiamo ora ad alcuni problemi che sì risolvono coll’ uso 
della sola riga, quando sia data UNA certa figura nel piano. 


HI. — Dato un parallelogramma UM fai E 96 retta 
m, condurre per un punto dato P la parallela alla Mm, 
usando la sola riga. 


(1) V. Cremona. Klementi «li Geometria proiettiva, N. GR. 


bi cai 


Fig. 355. 


< i to 
IV. — Dato un circolo e il suo centro O, condurre da un pis 
punto M una tangente al circolo e determinare su ques 


due punti X » Y, equidistanti da M, facendo uso della 
sola riga (fig. 356). 


Si costruisce la polare TR di M che determina il punti 
tangenza 7; si conducono la tangente MT, il diametro 7° 


e la MS. Basterà allora costruire ia polare di un qualsiasi 
punto F della M S; 


essa segherà il circolo in D ed &, che 
proiettati da S determineranno sulla tangente i punti X; Y 
cercati. A rigore, non essendo stabilita la distanza M X, po 
trebbe servire la pol 


&re stessa del punto M che permette di 
avere il punto U simmetrico di 7° rispetto ad M, 


iena 


(1) V. Cremona, Elementi di Geometria proiettiva, N, 89. 
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«— Dato un triangolo SX Y ed un circolo avente per dia- 
metro l'altezza ST del triangolo, costruire, con la sola 
riga, la mediana S M del triangolo stesso. 
MH 
A 
3 
Y 4 


Sino D, E (fig. 356) i punti nei quali Iati SX > sY 
triangolo segano la circonferenza. Basterà costruire il 


di D E e unirlo con S per avere * 


VI. — Data una circonferen4@ © il suo centro, inscrivere in 
essa il quadrato, coll’uso detta sola riga. 

Conduco un diametro qualunque A B, da A uNa retta qua- 

lunque © e da B un’ altra qualunque y; esse intersecheranno 
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la circonferenza nei punti C, Dche uniti con A s B darannoP; 
la E F sarà perpendicolare sul diametro A B (V. Polarità).1l 
diametro L O determinerà M simmetrico di ‘G rispetto al dig. 
metro perpendicolare ad A B; quindi condotte A G s BM 
avremo in H un punto di tale diametro che sarà NP e ci 
darà il quadrato iscritto voluto A PBN, 


Fig. 357. 


VII. — Iscrivere nel circolo i poligoni regolari di 3-4-6-8 
-12- 16- 24 - 48, ecc., lati usando la sola riga 


Si cominci col tracciare (fig. 358) due diametri perpendico- 
lari, nel modo indicato nel N.° VI. Si determinino (1) i punti 
LR O 

1) I problemi ausiliarii riguardanti la divisione d’un segmento di retta in 


( 
due parti uguali, e il tracciamento d'una parallela ad una retta data, per 
un punto dato, sono tra i più elementari della Geometria proiettiva. 


TR 0 Mr 
p,Qdei ieligi DA +06 + Ba a si cone 


di MN; 
cano le rette MN, NP.P Qq,QM nonchè le P 
e dal centro 0, € le parallele da NeQ9l diametro A B. Si 
anno così i poligoni regolari iscritti: 
Triangolo +» EF 
Quadrato. . . «+ + © ACBD 
Esagono - Cp RO 
Ottagono. . . +» * * CLBRDSA! 
16 lati . ge di a SI 
ana- 


e come sia facile ottenere con costruzioni 


È facile veder 
4 - 48, eGC. lati. 


oghe i poligoni di 12-2 


golare. 


cedentemente (v. n 


vu. — Iscricere nel circolo il pentagono re 

Soluzione. — a notato Prete. gli de ca 
a pag. 406) le costruzioni con sola riga richie”. la ripetizione 
di costruzioni ch tra le più elementari della Geometria 
proiettiva e che non do sole 


al procedimento da seguire 


CRROIRZTE II 


Prima costruzione. — 


Comincio col tracciare due diametri 
perpendicolari A B s CD 


(V. Probl. N. VI). 


Determino £ punto medio di O C. 
bisettrice dell’angolo FOA, determinando il 


della corda AF mediante un quadrangolo com- | 
F BZ sono due lati, 


Conduco ia 
punto medio 


Pleto del quale le parallele A 


Da A conduco la Parallela alla GC, valendomi delle paral- 
lele GC, HD. 


Avrò così A M lato del pentagono cercato ed MO lato del 
decagono. 


Detemino il punto medio x di MO e da esso corduco la 
parallela ad A B, valend 


omi delle parallele già costrutte per 
trovare C D. 
Avrò così Pe Q vertici del pentagono. 
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Determino S punto medio di CQ e conduco SO R. 
Determino infine il quinto vertice 7 mediante la Cw: 
erpendicolari 


Seconda costruzione. — Conduco due diametri p 


AB, CDela tangente in D. 

Determino S punto medio di O B. 
conduco SF parallela a CDeROF. 
Portando F D da Fin M avrei O M ug 
gono iscritto. Posso ottenere M conducen 
DFM (0 di AO.R che gli è uguale) e abbassando poi su 


uale al lato del deca- 


do la pisettrice di 
di 


Fig. 360. 


o condurre la bi- 
OR, € condurre 


a D. Oppure poss 
durre la paral- 


supplemento di A 
ne a con 


essa la perpendicolare d 
settrice dell’ angolo RK O B, 
ad essa la parallela da D; il che rinvie 
lela alla corda A R. ì 

Occorre ora portare Ì oM da o in N; 
posso ottenere, analogam osi è veduto sopr®» 
ducendo da M la parallela 

Procedo poi come nella cost” 


il che 


1 segmento 
con- 


ente a quant 
alla corda x 
uzione precedente. 

con l’uso della 


IX. — Dato un rettangolo AB cD, trocare, | 
sola riga, la metà, il ter30, il sesto d’uno dei 3uot lati 
per esempio AB. 
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Conduco per Bla BM qualunque; conduco poi AN,BD; 
MZ mi darà F£ Punto medio di A 8. Le diagonali BD,AC 


Ma 


Fig. 361. 
e le rette FA, FD danno G ed S che uniti determinano XK. 
1 
Ora è facile vedere che ER = + ABeBK=z= E A B. 


Si può osservare che la superficie della stella PRESFGH 
LPè un terzo di quella del rettangolo dato. 


Col solo compasso, 


Ogni problema risolubile con la riga e col compasso, puo 
risolversi col solo compasso, quando, beninteso, il problema 
s'’intenda risolto allorché si siano ottenuti due punti di cia- 
scuna retta che, eventualmente, figuri tra gli elementi in= 
cogniti (1). 


(1) Vedasi la dimostrazione di questo teorema fondamentale nella Geometria 
proiettiva di F, Severi, pag. 187. 


Ma 
cò la sua celebre Geometria del 
tompasso, nella quale; ritenendo graficamente più esatte le 
pstruzioni nelle quali si fa uso del solo compasso; che non 
Quelle eseguite col sussidio della rig®» si propose di eseguire 
ol solo compasso tutte le costruzioni fino allora praticate con 
detti strumenti. Ma nella teoria si prescinde da considerazioni 
i esattezza graficad, che il Lemoine ha voluto sottoporre 
Iinuto esame nella sua Geometrografia unitamente alla sem- 


plicità delle costruzioni. 
Chasles (1) chiama il libro del Mascheroni, origi 


rioso, e aggiunge : « Cette géometrie est 
«étendue que cel parce” qu' elle embrasse les 
«problèmes du second degré qui sont tous ceux d 
«le demaine de la géométrie ordinaire. Mascheroni 
î «qu'elle s' applique aussi, avec 1 la solution approxi- 
i «mative des problèmes qui dépen ons coniques 
«et d'une géométrie plus relevée >». 

I. Trovare il centro d'un circol 
conferenza, con raggio arbitrario, descrivo UN 


Mascheroni, nel 1797, pubbli 


dent des secti 


A della cir- 


o. Dal punto 
o che la seg 


are 


Fig. 362. R X 


con lo ste 


in Be C. Dati tali punti come i : 
î in A' simmetr 


descrivo due archi che i 
spetto alla retta B ta tracciata. D 
—___ er 

( Aperso histori 


0A» 


ue, pag: 214: 


sso raggio, 
ico di A ri- 
a A' come centro, 
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con raggio A A’ descrivo un circ 


BC prolungato. Da M ed N com 
alla distanza A B des 
metrico di 


punto O è il centro cercato. 


Te il quadrato ne 
il raggio sulla circonferenza da 


Mi. — Iscriv 


a 


FA 


\ 


R 


estremi B, E 


olo che sega in M, N l'arco” 


e centri, con raggio uguale 


:rivo due archi che si segano in 0 sim 
4 rispetto alla corda M 


N supposta tracciata. Tale 


I circolo. Portando tre volte 
BinR,C,Esi hanno gli 


di un diametro; sì descrivono allora i circoli 
(B, BO) (E, BC) che 


SÌ segano in a 


che basterà Portare da Bin F e D. 


ta 


[ > e 
Fig. 364. B 


| A 


; Aa è il lato del quadrato 


n -R9 — 
IV. — Iscricere nel circolo il dodecagono regolare. Iscritto 
ì quadrato (fig. 365) si porta il raggio A Bda Fin Ned 0, ecc. 


x NE! 
{o ua L SE = È” 
A TSE di GX È = M 
NX \ XO i e bi 
\ )M 
B \ \ 
ce TE B| A Te 
} 


Fig. 365. Fig. 366. 


24 lati. Iscritto l’otta- 


di 
Lin M, eco. 


GinLe da 


V. — Iscrivere nel circolo i i 
el circolo il poligono 
gono (fig. 366) si porta il raggio A B da 


® 
ATA 
Q EN 


Fig. 367. 
Trovati i punti N, (6) 
si determina b con 


no nel circolo. 
Si ottiene così il 


e nella fis- 367, 
AA. 


| VIa— Iscrivere il pentago 
| (vertici del dodecagono) COD 
| archi descritti da N ed © con raggio 
| lato BL del pentagono iscritto. 


rt. 
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VII. — Iscrivere nel circolo il decaguno regolare, Mediante 
la costruzione indicata per iscrivere il quadrato nel circolo 
determino il lato di detto quadrato A M. Con tale raggio de- 


Sr 


3 cl M° 


n n . , HA i : 0 
Serivo due archi, dai centri C e G, che si segano in $; SE 
Osì BS uguale al lato del decagono regolare iscritto ed 
uguale al lat 


o del decagono regolare stellato iscritto (fig. 98-0 


Fig. 369. 


VII. — Dato. il lato A 


B costruire il decagono. Descritto il 
circolo (A, AB) (fig. 369), s 


i porta sulla sua circonferenza il rag 


E. 


2" EI = 
aacon duè archi di centri B, 
n archi di centri D, de 
tersezione di due archi 
o raggio d E si de- 
critto al 


MigioinC,D, E;d;si determin 
Mredi raggio BD; si determina poi bd co 
Wi di raggio Ad; infine si trova V come in 
Mi ji centri Ae Be di raggio b E. Con lo stess 
T scrive il circolo di centro V che sarà il circolo circos 
di decagono di lato A B. 

i IX. — Data la diagonale 
fi centro A e raggio A B si des( 
Tu renza BE; con centro Be 

Varco C P, e si determina & nel so 
B, Eedi raggio B D. Si determina Pcon un 8 
e raggio A d- 

lato del quadrat 


il quadrato. Con 
la semi-circonfe- 
con lo stesso raggio si descrive 
lito modo con archi di centri 
reo di centro E 
Risulterà A P 
o cercato. 


A B costruire 
srive (Ag. 370) 


= 
(4) 


Fig. 370. Fig. 371. 

x. Trovare una terza proporzionale a due distanze QP 
M N delle quali la prima della seconda. Sì de- 
scriva (fig. 371) un arco A i Qedi raggio Q P; dal 
centro p, con raggio MN si descriva ! semi-circonferenzà 
BA S; la distanza A S sarà la terza proporzionale aomandata, 


cioè si avrà: 
pa:pa=PpA:4° 


XI. — Dato il lato AB costruire un poligono TÈ 
mero dato di lati, fra quelli che si possono iscrioere nel cer- 
chio. Sì descriva (fig..372) ©°P raggio A B 18 circonferenza di 
centro A e vi si iscriva i ligono regolare 
simile a quello richiesto, P® e sia BO 


no regolare di nu- 


tiamo AM in BF ed A Bin ETA 


— 16° 


! lato di questo poligono. Si cerchi una terza proporzionale 


fra Bbe il ragcio A B (vedi N, X.) vale a dire dai centri A 
E con raggio Bb gi descrivano due archi segantisi in X;il | 


M 


\V\X 
NY \ 


PREF RER Do B 
Gircolo di centro X e di raggio Bb segherà in Yil circolo A 
e risulterà: 


XA:AB=AB:BY 


Con BY come rag 
punto V. Il circolo 
colo circoscritto al 

NEI — Costruzio 
B, C, D, E, H, Ga 
B D descriviamo gl 


gio e dai centri A e B si determina il 
descritto da V con raggio B Y sarà il cir 
pentagono ABL MN di lato A B. N 
ni di radici quadrate. Segniamo i vertici 
ell’esagono regolare iscritto. Con il raggio 
iarchiMDHN, MCGN,DV,HV. Pot 
fig. 373). Avremo: 


AB=1 AM=V9 BD=V3 


BE=V4=? Er-V; MV=V6 cvavi 


MN=V8=2V3 BV=V9=3 TV=V10 


Volendo costrurre la V n si sottrae n dal quadrato imme 
diatemente superiore m? e sia mì — n= k, 

Si descrive allora un circolo ton raggio Vidi centro B8 
dagli estremi d’un suo diametro 7, R si tracciano con raggio 
m due archi che determinano P; sarà EP=Vn. 

Esempio. — Abbiasi la fig. 374 tracciata come la fig. 373 e ved 
gliasi trovare V 11. Si ha 48 — 11=5; quindi da E con raggio 
ET= V 5 si descrive il circolo e se ne segna l’altro estremo 
del diametro 7 E R. Da 7 ed R con raggio vz=4= Visse 
termina P e si ha così EP=V41. 


MII. — Dati i punti di mezzo dei lati d'un poligono cote 
pesso, di numeri dispari di lati trovarne i vertici. Se si 
struisce il parallelogramma FGHI sarà I il punto di mez 


Fig. 375. 


della diagonale A D. Si avrà quindi E come vertice opposto 
ad / nel parallelogramma KILE, AD come parallela & 
K L, ecc. Come si vede, il punto / si puc ottenere col compasso 
coi raggi FG, GH; parimente E ; D coi raggi [D=LK è 
KD=KE,ecc. 

Analogamente si procederebbe per numero maggiore di lati. 
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Con riga © squadra. 


tracciare per 
quartiche uni- 
te di tali curve 


squadra si possono 


T Usando solamente riga © 
biche unicursali, le 


fiunti molte curve quali le cu 
feursali, ecc: Indicherò per alcune fra le più no 
dl modo di generazione che meglio si presta per costruirle con 
fuso di detti strumenti esclusivamente. In generale è possibile 


del pari, imponendosi tale vincolo grafico, costruire 1a tangente, 


Ti le tangenti, in un punto dato della curva (1). 


® Consideriamo due rette ortogonali y e OC e SU questa Ì punti 
A,B,C dati. Conduciamo per € una retta qualunque CP e da 
Ala perpendicolare ad essa A Pche segherà Y in Q; 1a CON 


È pren QCsegherà la perpendicolar 

T OC in un punto M il cui luogo ha Per equazi 
ate 

p cooo=a—- dt 14 d 18° ® 


nella quale : 
Vans 
OA=4 0B=! ACma:-< BM=f MBC=® 
assi ortogonali è: 
e fiala @ DITE 
biche unicursali rette, 


Essa è l'equazione generale delle CU 
quando si assumono per origine il punto doppio e per asse 


) è Ai * 
L'equazione riferita ad 


(at ar4+ b'yn= (a + 


gle et de V'équerre ». 


(1) G. de Longehamps «Essai su la pura sele da 


q 


(e 
A È 
ba È È 
nr ns Pe n eee 
it Bn 
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delle y l’asse di simmetria. Si possono ottenere molte cubiche ® - 
notevoli, facendo variare la disposizione dei punti 0,A4,8,0. È 
La tangente in un punto M della curva si può determinare | 
assai facilmente notando che le tangenti in P ed Mai luoghi È 
descritti da questi punti si segano sulla retta Q S (1). 


I. — Condurre la normale in un dato punto S d’una contea 


È noto che se un angolo retto ruota attorno ad un punto $ 
d’una conica come vertice, la corda intercetta nella conica d 
PàSsa per un punto fisso / situato sulla normale in S alla Ì 
nica (fig. 377). i 

Basterà dunque considerare due posizioni FS G; HSL i 
l'angolo Petto, per avere il punto / come intersezione delle 
corde FG, HL. La SI sarà la normale in S. 


Fig. 378. 


a H F G B 


Ml. — Dato un segmento di retta AB , dividerto in tre parti È 
uguali usando solamente riga e squadra, Conduco (fig. 378) due — 


(1) Vedasi per altri esempii il è sulle « Curve notevoli », 


e JR = 
C,BC ed una parallela ad AB che le sega 
ì di MB, NA con C si 
intersezione di MB 


G tale che BG= I AB.In modo ana- 


ed NF, cOn C si ha 


logo si trova l’altro punto H di trisezione di A B. 
1 " 
Osservazione. — Evidentemente, si ha FG=£ 4 B. Appli- 
alla trisezione di BG Si potrà 


cando lo stesso procedimento 
dividere A Bin 9 parti uguali, 


in 18, ecc. 


DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA 
IN PARTI UGUALI 


Il problema della divisione della circonferenza del circolo 
in parti uguali venne studiato fin dalla più remota antichità: j 
come era ben naturale. A 

Gauss ha dimostrato che tale divisione è possibile, con riga ] 
è Compasso, per ogni numero primo della forma 


2? 


p=2" +1 


< ato . : ; 5 imi er 
mentre ò impossibile per tutti gli altri numeri primi e pi 
tutte le potenze di numeri primi. 
a " ; si 92}, =16 pis? 
Così, per esempio, per m=2 gi ha p=2*?{1= [cir 
dunque il poligono Fegolare di 17 lati si può iserivere nel © 
colo con riga e compasso, 


Così pure quello di 22° +4=257 lati, quello di 25°+ 4 = 65987 
lati. Per: 


mz5 ma 6 m=7 


non si hanno numerì primi, 
m =8 si abbia o no un nur 
fatto per m> 8. 

La costruzione dei poligoni regolari di 7, 9, 13 lati, ecc., die 
pende da problemi di terz 
tutti i problemi di terzo grado si 
sezione dell’angolo, ne segue che i de 


costruire mediante riga, compasso ed u 


Finora non si è constatato se DE 
nero primo, e tanto meno lo si 


O grado, e siccome si dimostra che 
riducono a quello della tri- 
tti poligoni si possono 
n trisettore. 


lati la cui co- 
re in pra- 


ed anche per quello di 17 
eccessivamente lunga, si ricor 
piriche approssimate. Ma prima di pas- 
herò alcune di rigorose poco note, due 


) ed una relativa al decagona. 


TPer questi poligoni, 
siruzione regolare è 
fra a costruzioni em 
are a queste ne indie 
felative al pentagono (4 


Pentagono regolare. 


retto, in una 


î Costruzione di Schroeter. 
llèla ad AB; 


id Siano AB, CD due diametri ad angolo 
tirconferenza di centro 0; Cc= 4O A una para 


Dd= BO una parallela ad AB; 
delle rette seganti AB in €»! 
È 2f9 perpendi- 


conferenza in E , F; € E @&F 
Per questi punti conduciamo 
colari ad A B. La figura A 3254 è un pen 
IH. — Il triangolo formato da i 3 
gono regolare e dalla diagonale, è ! cele; g GIassuI i ino i 
uguali è uguale al segmento & °° do 
media ed estrema ragione. 
Bastà quindi prender® sopra Una 
mento qualunque, dividerto În media ed 


unque un Ses 


retta qual 
a ragione ® co- 


estrem 


———_—__—___ rr 


(1) Vedasi pure a P98- 407 


la costruzione 
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n triangolo isoscele aver è la retta considerata con 

Ul gli altri due lati siano uguali al segmento mag: 
‘ella base. L'angolo al vertice O di questo triangolo) 
ingolo d’un pentagono regolare. Ma per semplificare rl 
! potra prendere in luogo d'una retta qualunque, 
ti are della figura. Ecco una costruzione ché 


B 
O \H 
Ì 
M \ 
A 
ser Li 
> Mi 
| Pag & 
| le L* 
LC nti 
A Cc D 


Fig. 380. 


All’estremità A del diametro AOBSsi conduce la (and ; 
sulla quale si Portano le lunghezze A Ce poi DD uguali 
raggio. Si conducono le rette DO 
ferenza rispettivamente In G ed ZH; si tracciano la retta CH 
e la circonferenza di centro D e dij faggio DG che incontra 


CHinI;la retta A 7 sega la circonferenza data in M; AMè@ 
il lato del pentagono. 


Decagono regolare. 


e ad ottenere il lato del 
laggiore del raggio diviso 
0 nota è forse la costru- d 


» DB che segano la circo ME 


dai matematici greci, indicata 
lare sul punto di mezzo di BV 
1 sega la curva stess@ in 


lisi conosciuta 
la perpendico 
risettrice di Pasca 


one, che vuo 
ella figura 381 ; 
ella Chiocciola t 


| 2 


_ \ 
Pa | Î dl 
p-_{-- ( b- 


\ % 0 
\ dI 
Fig. 381. CX di RE + * 
È N} Sl A 
se ul 
b, 
STO punti €, Ca > J, R che proiettati da Vv sulla circone 
erenza di centro V e di raggio VB, danno: 
DP=PB= KU= LX =28°. 
come è facile dimostrare (V. Trisezione dell'angolo). 
COSTRUZIONI APPROSSIMATE. 
i metodi cosidetti generati, 
e molte 


Metodi generali. — Varii sono 
per dividere la circonferenza in parti uguali, proposti 
volte dati come esatti i di Disegn® geometrico» 
Manvali di Geometria ap le industrie» ecc. 
Esporrò qualcuno di tali pro© i indi 
così particolari nei quali essi dann 
esatti e dell’approssimazione che permetton 
gli altri. 
Metodo Rinaldini 
AB in tante parti ug 


nei 


plicata al 


o) risultati geom 
o di ottenere ne- 


il diametro 


1 dividere 
quali si vuol 


onsiste ne 
uelle nelle 


up. = E 
ono q 


uali quante s 


De i eo 
e Nouvelles Annales de Mathématiques, 
ì senza indicarne l’autore; ® 


Questo metodo è riprodot 

Vol. XII (1853) pag. 77 in oD articolo di Hous® 

nel Trattato di Geometria di Catalan (pag. 277) è indicato come dovuto & 
Bion: ma la costruzione d'un nostro Geometra, il Rinaldini. 


dn POR" 


livisa la circonferenza è nel congiungere il secondo punto di 
divisione col vertice © del triangolo equilatero ABC; tale 
congiungente determina l’arco B D cercato. Poniamo: 


(MC=5 ACM=: DOB=y rat 


Dal triangolo MCA si ha 


sen a 1 
Tale () 
Sa 
e dal triangolo DMO: 
sen a sE 1 
_ sen (@—y) cosa x (2) 
n 
Si ha quindi: 
sen & sa { 
sen ina = (8) 
n 


ATTRAE Se 


Tpividendo la (8) per sen % si ottiene 


; = — 


sen 120° co a — cos 120° i a 
n 


3 
sen 120° = Mao î Cos 420° =—--j 


Mouindi, sostituendo e semplificando: 


4 


ne 
cosa= = 
nV 3 
le dividendo la (2) pure per sen «- 
1 di 1 a + 
COS 7 — sen ) cot 7A PRE E: 
i n 
1 ossia: 
(n — A) Sen 7 n_- 4 
cosy- = =-—-- 


n 3 
di secondo grado: 


e ponendo cos 7 = @ sarà l'equazione 


ops (e_ dat aoino 4) 
3 n na 
da cui: 
TR I int 


_- 


Risolvendo: FE 
andato 
4)? 


paeam4) 7 Rao 


Si rigetta il segno negativo ‘ 
valori di n sufficientemente pi 
Nella seguente tabella sono È 

Ì i iche sì ottengon 
esatti e quelli approssimati DIE te usivamente. 


dini, per valori di n If& 
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Il me 


todo è esatto per il 
ma per 


gli altri poligoni è 
din che ora indicherò, 


triangolo, il quadrato e l’esagon, È 
assai meno esatto del metodo Ban 


n Valori Valori ! Differenze 
di y esatti di y approssimati | angolari 
4 pito $i |a 
3 1200 1200 0 
4 900 900 li) 
720 71° 57’ 12” | — 5/48” 
( 60° 60° | 0 
7 51° 25’ 43” 54° 31’ 5" DEDE 
8 45 45° 11° 14” I {1° 14" 
9 400 40° 16° 40” | 16° 40” 
10 36° 36° 21’ 24” 24' 24° 
11 32° 43' 38" 33° 8’ 52” 25’ 14” 
12 30° 30° 29’ 451! | 29’ 45" 
1 270 42' 32 280 12’ 30 | 341° 58” 
14 25° 42’ 52” 26° 15’ 48 I 32°-5655 
15 240 240 agagr | 34 30% 
16 | 22° 30 280 5° 54! 35° 54” 
25. GA 21° 10" 35” 210 47’ 49” 36’ 37° 


Metodo Bardin. — si divide il diametro A B in tante patti 
uguali (r) quale sono quelle nelle quali si vuole divisa la cir- 
conferenza. Si cond il di 
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a formola generale che rappresenta tale segmento è” 


eng ro 7 . 
= B pare - 
| n-an+@_@=9) Vv pk 


; radicale Vain- { diviehe immaginario per valori di n 
eriori al 5, quindi îl metodo Bardin non è applicabile che 


ern=5. 


Fig. 383. 


ei lati dei po- 
tale metodo P idindal> al 
i ;j*« vi sono pure 


“agi. che si ottengono Con 
| 30 inclusi, con le relative di 


indicate le differenze fra & 


dalle corde approssimate (4) 
todo dà risultato esatto solt 


_ 


li archì di-| 
anto per n= 6. 


Come si vede il me 
ata una costruzione che non 


è indice 


| 
È 
È 
* 
b- 


Lunghez. 


esatta o 


calcolata 


del lato 
(7° = 4) 


1,0000000 
0,8677673 
0,7653669 
0,6840400 
0,6180340 
0,5634651 
0,5176380 
0,4786342 
0,4450417 
0,4158233 
0,3901806 
0,3674989 
0,3472964 
0,3294890 
0,3128690 
0,2980844 
0,2846297 
0,2723331 
0,2610524 
0,2506664 
0,2410732 
0,2321858 
0,2239288 
0,2162379 
0,2090570 


Lunghez. | 
approssi- 
mata del | 


lato 


1,1661904 
1,0000000 
0,8675193 
0,7646179 
0,6831215 
0,6169825 
0,5624619 
0,5167340 
0,4778463 
04443797 
0,4152793 
0,3897460 
0,3671638 
0,3470503 
0,3290223 
0,3127724 
0,2980495 
0,2846491 
0,2724006 

0,2611618 
0,2508129 
0,2412522 
0,2323932 
0,2241614 
0,2165032 
0,2093393 


__=ct<ÈÈ|! il 


Differenza S 3 SS ssi 
In più | SÉ 0 S580ì 

o in meno E $ d Daf 

— 0,0093801 39” 46”, 58 

— 0,0000000 - 

- 0,0002480 56", 86 
— 0,0007490 ATI 
— 0,0009185 PA Le 
— 00010515 3' 487, 02 
— 0,0010032 3’ 35%” , 68 
— 0,0009040 34906 
— 0,0007848 2' 46”, 78 
— 0,0006620 ATI 
— 0,0005441 1’ 54,76 
— 0,0004346 1 29” ,,40 
— 0,0003351 1 190458 
— 0,0002461 51; 
— 0,0091667 34”, % 
— 0,0000968 201, 24 
— 0,0000349 75, 30 
+ 0,0000194 4 a 
+ 0,0000675 14”, 08 
+ 0,0001094 29IETA 
+ 0,0001464 30”, 46 
+ 0,0001791 27-20 
+ 0,0002074 43”; 10 
+ 0,0002326 484 , 26 
+ 0,0002663 551. 24 
+ 0,0002733 564, 70 


w. © 


Soluzioni meccaniche. 


i semplice 
di divi- 
ingranaggh ad 


abbia frequente OC 
egni di 


I, - Il circolo-divisore. È uno strumento assa 
he può essere utile A chi casione 


ere circonferenze in par 


sempio). 

Consiste in un regolo 

9 9‘ ‘ È 
+23, Questo regolo può Fo 


qua: 


ti uguali (dis 


sono segnati dei gradi: 


A sul quale 
no ad un pernio 


tare attor 


Fig. 384. 


del circolo da dividere. Un core 
soio scorrevole sul regolo porta un tratto inciso che si fa cor- 
| rispondere, per esempio» col 9 del regolo se in 9 parti sì vuol 

orsoio porta un piccolo galetto E 


dividere la circonferenza. ne 
contenuto in una staffa € girevole attorno ad un asse g come 
è munito d'una punta che 
rivoluzione, i punti che indi- 


che si collocherà nel centro 
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EE. — Quest’altro apparecchio è dovuto ad un tedesco, secondo 
la Recue du Génie militaire. 
Essendo dato un angolo MON (fig. 385), supponiamo che si 
applichino su questo angolo due serie identiche di parallele 
equidistanti A, B, C,D,....,éd'ayb;ccasongi tracciate 
su due fogli di carta trasparente e in modo tale che la prima 


parallela di ciascuna se 
l’angolo; le altre linee 
di losanghe tutte ident 
golarmente su rette ris 


rie si sovrapponga ad uno dei lati ps 
si segheranno formando un reticola 
iche i cui vertici saranno ripeti 
pettivamente parallele e perpendicola 
alla bisettrice dell’angolo dato. Basterà, per esempio, di rife- 
rirsi al quinto rango per trovare 8,y,d,e, punti di divisione 
în cinque parti uguali della corda & È. i 

Il procedimento segulto per la divisione degli archi è ass07 
lutamente analogo; 


le rette parallele con linee curve BCDE (fig. 386) che intercet: 


la sola differenza consiste nel sostituire . 


a ‘de È 
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tro comune O ea par- 
una lunghezza 
da una seconda 


no su degli archi descritti da un cen 
ì hi tutti uguali ad 


modo a partire 
sd Cao 


bitra 
ita a, il che dà le eurve di, € 


angolo MONIin un numero qualun- 
sovrapporre 1 : in modo da 
o col vertice d le rette 
N. I due sistemi di © forinano 


Ciò fatto, per dividere Vv 
que di parti uguali basta 
far coincidere i centri 0, 
|A ed a con i lati OM ed O 
un reticolato di losanghe Cur- 
Vilinee, i cui vertici sono rego- 
larmente distribuiti su degli ar- 
pi concentrici col vertice del- 
l'angolo; basta dunque cercare 
la serie che contiene n +! di 
questi vertici per trovarvi i 
punti di divisione dell’arco in n 
parti uguali. 

L'inventore costruisce le det- 


urve 


attorno al quale gira U 
ma è chiaro che si può 
tare qualsiasi altra disposizio- 
ne, come — per esempio — quella 

“#0 Aoneiato nel eert@® I mplicemente d 
dlesialao il che permetterebb® di stabilire 


coincidenza dei centri. 
28 — Gurrsi — Mater dilett- ; 
Pe o: cai 


i due fogli di carta 
più esattamente la 
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Ettagono, 


e È noto che 
duce alla soluzione 
l’altra di terzo 


l’ iscrizione dell’ettagono regolare si ricon- 
di due equazioni, l’una di secondo grado è 
Ora, la soluzione di una equazione di terzo 
Sue tre radici reali) può sempre ricondursi 


d’un angolo. Su tali considerazioni è basata la 
\struzione di Collins. 


grado (che ha le 
alle trisezione 
seguente < 


Siano A O.A' e BO B' que diametri derpendicolari l'uno al- 


l’altro; prendiamo dal lato di A/ x GO + O A! ; sia AEÎ 


sesto della circonferenza ; conduciamo EC parallela ad AA! 
e ché incontri BB' in b; dal punto o’ come centro descriviam0 
l’arco d Fb' (essendo b' su B B'). Sia 6 D il terzo di quest’arc0» 
Prolungando fino all'incontro del primo circolo in Z, una per 
pendicolare abbassata da D SU A A',l’arco A Z sarà approssi- 
mativamente il settimo della circonferenza proposta. 
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Autore. ll lato dell’ ettagono stellato 


Il, — Costruzione dell’ 
lorda dell'arco a >< 3600) corrisponde ad L= 1,5636627 e quello 
dell’undecagono a I, = 0,5634651. La differenza è: 
1 — 1, = 1,0001976 
lato del- 


che sì approssimi al 
il raggio per avere il lato 
facile ottenere quello dello 
metà arco da esso sotteso. 
mento che approssimativa- 
tellato di cui sopra 
1 lato dell’ undeca- 


| Trovato dunque un segmento 
l’undecagono basterà aggiungervi 
ell'ettagono stellato da cui sarà 
ttagono convesso dividendo per ! 
E inversamente, trovato un seg 
ente corrisponda al lato dell’ ettagono $S 
asterà diminuirlo del raggio per avere i 


gono approssimato. 
Signs questo metodo ho trovato che il ia 
agono ottenuto con la costruzione Pasquini (vedi fig. 30 a 


bi 439) aumentato di 4, è 1,5636970 che differisce da quello 
s ettagono stellato per + 0,0000343. Il lato dell’ ettagono 
nvesso corrispondente risulta differente dal calcolato per 


soli + 0,0000247 cioè per un angolo di 5, 66. 


to dell’unde- 


Ennagono- 


no convesso è uguale alla differenza 


I. — Il lato dell’ennago 
dei lati dei due ennagoni stellati. 
Sa — Il cubo del lato del triango 

iplo prodotto dei lati dei tre enna 
stessa circonferenza. 

Ul. — L’apotema dell’enna gono regolare convesso è uguale - 
alla somma degli apotemi degli ennagoni regolari stellati. 

|P » — Il cubo dell’apotema del triangol 
al prodotto dagli apotemi dei ‘tre ennag 
nella stessa circonferenza. 

V.— La somma dei Qua 
uguale al sestuplo del quadrato del raggio 

VI. — La somma dei quadrati degli ap® 
volte la metà del quadrato 
VH. — Costruzione di HO 


sà CB= 60° AD=837° 


o è uguale al 


lo equilater 
i iscritti nella 


goni regolar 


temi è uguale 2 tre 


. 12 degli Annals of 


(1) Inserti fascicolo I agosto) del Vol. V. (1939) PA 
‘ Mothemartes: dar fascio. dello stato di Virginia (8. U.). 
È Tana ti ia 3 


ii 


<< 
Descrivansi gli archi EL, FG di eentro C e si conduca H} 
parallela alla C G. Unendo I con C risulterà: 
ICG= 4o 59! 34m, 39 
e quindi: 
ACM= 400 01 28" , 61 


La differenza è dunque di 28" , 61 e, per tutto il perimetro, 


di 4&' 17", 49. La lunghezza del lato dell’ennagono risulta ec- 
cedente per 0,00000249, 


Fig. 389. G 


VIII. — Costruzioni dell’ Autore. Rettificando la di 
renza col mio procedimento (vedi Rettiflcazione approssti n 
della circonferenza), dividendola in 9 parti uguali e deter i. 
nando col procedimento Péraux l’arco che corrisponde ad un 
di tali segmenti si trova per questo arco il valore: 


39° 59/ 52! , 47 


ossia una differenza in meno, da 40°, di 7! , 53. La corda cor 
rispondente risulta 0,6840060 che differisce in meno dal lato 
dell’ennagono Pegolare per 0,0000340. 

tberSiano A, C; N tré. santi consecutivi dell’ esagon0 
iscritto e D il punto medio del raggio M N, Conduco DA @d 
NA; questa retta Sega DC nel punto O dal quale come centro 


i raggio È Ossia DM. Questo circolo sega © 
la ADin B tale che si ha: 


deserivo un circolo d 


AB= 0,6840257 


È con differenza, in meno, dal lato dell’ennagono di 0,0000143. 


X. — Descritti (fis. 391) gli archi POT.CA: AH,CBT 
tracciato il Taggio O M perpendicolare ad FH e condotte | 


MHela MC, si porta su 


questa il segmento A B da Min$ 
La retta FS determinerà 


R tale che, &approssimativamente: 
TR= Li TH 


Sarà dunque RX il lato approssimato dell’ennagono, L'arco 
R H risulta di 390 59/ 


di 0", 094 corrispondente ad MRS So dell’intera circonferenza, 


Il lato RX dell’ennagono così trovato differisce da quello 
calcolato di soli 0,0000004 per difetto. 


Portando RH nove volte sulla circonferenza l’erfore totale 


risulterebbe di i repei di essa circonferenza, per difetto, € 
+001,Ii0 


Corrisponderebbe a 
15319 metri, ossia a 
Mi pare possa qui 
approssimata fra 
Prof. H. A. Howe 
il vantaggio d’una 


d un centimetro in una circonferenza di 


ndi ritenersi la mia costruzione come la Le 
quelle finora proposte, compresa quella de 
già indicata a pag. 435, sulla quale ha pure 
Possibilità maggiore di esattezza grafica. 


Poligono di 11 lati. 


I. — Costruzione P. Pasquini. Nella fig. 392 il circolo di cen 
tro S e gi aggio SK determina sulla circonferenza data Îl 
punto 7 tale che si ha BT _ 0,5636970 con differenza in più dal 
calcolato di 0,0002319. : 

HI. — Costruzioni dell’ Autore. È facile a costruire geome- 
tricamente un’ espressione numerica la quale fornisce un vas 


lore del lato dell’undecagono iscritto che differisce dal calco- 
lato per — 0,00001328. L’espressione è: 


A = E 
3 (5V2-2) ossia a V2- 


RI. — La costruzione già indicata sopra per l’ennagono 
(fig. 391) può servire, con un Piccolo tracciato supplementare, 
ad ottenere un segmento 7 E che differisce dal lato dell’ ui 
decagono, per difetto, di soli 0,00001336 (fig. 393). 


59”, 906 con differenza, in meno da tO, | 


mm. 0,1 in una circonferenza di m. 458 circa, | 


140 


IV, cenere sufficiente approssimazione con questi 
ac sé e. Sia BQ un arco di We QCun € 
0 
‘ are CS sul mezzo del raggio 00 
2C (lat lel dodecagono) da 0inA 
secche + CSinRe risulterà: 
I -<3 i 
) VI, f - Va-v3 
. =" - 
| lecagono per 0,0004886 in difetto 
Pa > 
O - 
Fig dI4 
i ii 8 
Vv. Uostruzioni Howe. Sia A B= 800 s CD= 12 CA 
Qescrivasi da ‘«< 


‘ome centro l'arco DE fino all’ intersezione 
Parallela condotta da B al raggio CA. Risultera 
DOÒE= 33° 3’ 20! (fie. 395 
Il Prof. Howe Osserva (1) che se gj fosse preso come raggio 
io, del raggio anzichè 140) 


in £ con 


Sì sarebbe trovato DCE = 32° 48/ 13! B0 
î }i 360° î 

minore i -— Der sc 
nmnore < Ti K solo a 


_—r_r————€ 


(1) Annals of Mathematica (University of Virginia) 1889, Vol V. - pag. 4 


£ 


KI 
tentativi del 


quei 
Infatti, 


offre un esempio di 
abbondano. 


che tanto 


Questa costruzione 
di nessuna praticità, 
RI 

me ottenere quel 


del raggio ? 
La costruzione seguente pecca pure alquanto in tal senso. 


Fig. 395. 


l'angolo opposto n 


9 360° 
\ifferisce da ni , 318. 


VI. — Se un triangolo ha per lati 6,10 e 14 
per 2' id 


allato 6 riesce di 32° 45' 50!" , che 


Poligono di 13 lati. 


Costruzione dell’ Autore. 7 L'espressione - 


t(2V24 i) — (0,4785634 
differisce alla corda dell’arco 7 per soti — 0,00007881. 
La costruzione € facilissima 


Poligono di 17 lati. 

Costruzione dell’Autore. T La costruzione assai semplice 
indicate nella fig. 396 ci da: 

Da La 10 = 0:367544468 


HS=! 
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3600 . _. 5 
La differenza con la corda dell'arco 7 8 di + 0,090086 co 
una differenza engolare di 9 
renza, di 2’ 42? + 1% 


s 54; cioè, per tutta la circonie 


1 È A ale 
Per una circonferenza di un metro di raggio l’ errore tot 
sarebbe di metri 0,0004038. 


Ossercazione. — La formola : 


+e 
1--Vio 


può essere costruita, più sem 
Prof. Sig. Ersilia Bisson Mi 
parti uguali due raggi pe 
giungente del primo punto 
di divisione dell’altro, O, în 


plicemente col procedimento pes 
nio che consiste nel dividere în 

rpendicolari, e considerare la con 
di divisione dell’uno col terzo punto 
altri termini, l’ipotenusa d’un triam: 


golo rettangolo di cateti + e + del raggio 1; tale ipotenusa. 


n 1 Gra Lee , 
sara espressa da Tr V410 epperò il lato Cercato si avrà come 


differenza tra il raggio e l’ ipotenusa stessa. 


e. “ 


ati. 


Poligono di 19 1 


e cd sstruzioni dell 


ti, — Costruzioni dell’Autore. L a fig. 39 
in quattro 


facilissime ad eseguire, ci permettono di ottenere 


modi diversi, uno stesso segmento le cui espressioni calcolate 
enti: 


sono, per r= 4, le segu = 
r V3 


Pi pe 


Che corrispondono a 0,328169388 e differiscono quindi dal } 
del poligono regolare di 19 lati, per 0,0010186 in meno. 
Nella figura sopraindicata é 
mente l'uguaglianza dei triangoli CDE , OVM, CMN , BVW 
e quindi quella dei loro lati DE , VM ; MN, VM; ecc. 
Come si vede nella fig. 396 le costruzioni relative sarannoi 


due diametri perpendicolari BS, PQ, e poi, rispettivamente: ® 


Per DE: Arco COF, corde CF s CB, SP. 

Per MN: Arco COF, arco OH, corde CF, CQ, BH. 

Per VM : Come per MN Oppure : arco COF, arco 04, cord 
CF, CQ, AF 


Per OR: Arco COF, arco 0A, corde CF , PS e congiungenti 
di E con O e di A con G. iscriti 
Il. — Si sa costrurre esattamente l’icosagono regolare iscritta 
se 3 « 360° i indi 
l! Cui angolo al centro è » = 18°; si conosce quindi la cord 


ias an, 
m dell’arco di DI 


m 992201 
l’icosagono stellato di terza specie. Ora si ha => 


m 
Mentre il lato del poligono di 19 lati è 0,3291890; dunque + 


360° 
differisce per soli + 0,00004038 dalla corda dell’arco EU 


Poligono di 21 lati. 


Costruzione dell’Autore, 


— L’espressione: 
_ MO gra 5 

{= —_ PAR A PAL 
pei 


di facile costruzione, 
- 3600 
corda dell’arco > 


“21 È ©= 02980844. Quindi c — Z= 0,0004687. 


} 360° ossia di 162°, che sarebbe il lato ded 


\\ 


corrisponde a / = 0,2980475 mentre la 


E DELL’AN GOLO 


LA TRISEZION 


Divi i , . 
videre un dato angolo 10 tre parti uguali. 
ota antichità, non si 
rette e circoli. 
equazione: 


O problema famoso fino dalla rem 
risolvere con riga € compasso cioè con 
le radici dell’ 


Per il teorema di Moivre (1). 
g3= cosa + sen % 


sono : 
e,= c08-3 + i 80 
1 3 3 
a+27 ; a +27 
d,= COS | + i sen st a 
cosa +47 E 1a+LAT 
dg = 20882 +isen — 3° 
3 a 
Ì : È i 
e quali (fig. 398) geometricamente sono i vertici d'un trian- 
nel circolo di raggio i e col centro 
one analitica 


golo equilatero iscritto 
nell'origine. L'equazione 
della trisezione dell’angolo. 

Se l’equazione (*) foss® se. cioè si potesse scomporla 
nel prodotto di due polin i ficienti razionali. dovrebbe 
essere possibile di esprimere Una 
zionale di cos « e Sen «i che non si alter 


(0) è dunqu 


questioni di geometria ele- 


ferenze sopr® alcune 
x 


sente 


(1) V. Klein - Giudice. Con 
mentare, pag. 13. 
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tando « in « +? x. Ora nessuna delle tre radici rimane ind 
terata quando, cariando in modo continuo, « passa al valore 
+2 poichè allora #, passa in @, gs in ed gina 
abbiamo cioè una permutazione ciclica delle radici, Nessuna 
di esse può dunque rappresentarsi come funzione razionale di 
cos a e sen «. Ne segue che a°=cos@+î senz è irriducibile 
cioè non può risolversi con numero finito di radici quadrate, 


Q+4 n Fig. 398. 
ir 


epperò la trisezione dell'angolo non è eseguibile, in via gen& 
rale, con riga e compasso, ma solo per taluni valori partic@* 


lari di «, come == sT, ecc. 

Ma questa impossibilità si ha solamente con tale limitazione 
chè il problema può risolversi graficamente ricorrendo alle 
coniche, o ad altre curve, che tutte si possono tracciare con 
istrumenti speciali in sostituzione del comune compasso da 
circoli. 

Del resto la soluzione grafica di questo, ed altri simili pro? 
blemi, ha interesse più che altro scientifico, teorico; chè 
pratica, nei rari casi in cui occorra applicarla, ben difficile 


fc 


—H — 


Mente chi deve farlo è in grado di ricorrere ad alcuno dei tanti 
Metodi noti, i quali in ogni modo riescono generalmente assai 
più lunghi e fecondi di inesattezze grafiche, delle semplici s0- 

Niuzioni per tentativi 

È Questo problema venne risolto dai geometri dell’antichità 
er mezzo di varie curve quali 1’ iperbole, Velica, 1a spirale, 

a quadratrice, la concoide ; forse anche con la chiocciola, la 

Ricloide ed altre curve. 

f Indichero alcune soluzioni fra le tante che il problema com- 
porta, cominciando dalle due citate da PAPPO; di autori ignoti. 
Î 1. — Sia ABC l'angolo dato; da un punto qualunque M di BC 

abbassa la perpendicolare MN su AB. Sia O un punto di MN 


Fig. 399- 


tale che la BO segando in S 1a parallela da M ad AB risulti 


i 
0S=? BM; si avrà allora ABS=<- ABC. 


Tutto si riduce dunque alla determinazione del punto S il 
che può farsi mediante Una costruzione rappresentata anali- 


° lè : Po 
ticamente. Sia — la tangente dell'angolo dato; costruiami 
l’iperbole #7 = ad ed il circolo: 


(ce —- a) + (y_-b?=4(a°+4 63) 
Se indichiamo con @ la maggiore delle ascisse dei punti dil 


î i 5 b 
intersezione, si ha MS=x—ae — rappresenta la tangente 


dell’angolo uguale al terzo dell’angolo dato: 


L’ altro punto d’intersezione F del ramo M dell’iperbole@ 
col circolo determina il punto Z tale che: 


Vas 1 A 
YBZ=- 3° YBC 


ossia ci dà la trisezione dell'angolo eomplemento del dato, | 
mentre il terzo punto d’intersezione G dell’iperbole col cità 
colo ci dà il punto V (o W) cui corrisponde l’angolo: 


DBN = + DBC 
ossia uguale al terzo del supplemento dell’angolo dato. Fpulli 
E, F, G costituiscono il solito triangolo equilatero. Il quané 
punto d’intersezione U dell’iperbole col circolo non gio 
poichè non è altro che il simmetrico di M rispetto a B. 
Nota. — Si può osservare che nel circolo M si hanno queste 


. . . se n . . Do i 
relazioni fra i varii archi considerati, indicando con « l'al 
golo dato TMC: 


1 
ET= = 
e PE 
1 - 1 
FH= a TE U=- Sata 
va 1 
GT=-;_TFUC=-- @t+a) 


Il. — Soluzioni di Pappo e di Newton. Si tracci una iper 
bole d’eccentricità ?. Siano O il suo centro, A, Ni vertici è 
B , Mi fochi. Il cerchio descritto su AR come corda, in modo 
che il segmento AFB sia capace dell’angolo dato, segherà la 


= 19, — 


FF (vertici 
le tre soluzi 


(o) equilatero) 


d'un trian gol 
cioè : 


iperbole nei punti E, 

gi quali corrispondono oni del problema, 
a i A 

BFE=- BFA 


BAF= + (n — BFA) 
colo AEBF CON la per- 


intersezione del eir 
zo di AB, ® si descriva 


Sia Dil punto d’ 
ul punto di mez 


pendicolare condotta s 


re punti H,Z£.L 
dono gli angoli: 


in È 


rà Vl iperbole 
ero), cui corrispon 


4 Zy 
x — BFA) 


| 


il circolo D (DA). Esso seghe 
(vertici d'un triangolo equilat 
BDH= si BDA ossia 
sbz=- ®7+ BDA) 
A A Car 
BDL (corrispondente all’ arco BZL)= 3 4Tt BDA) 
— Matem. dilett. 


29 — GRERSI. 
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Il. — Si può considerare l’iperbole di cui nelle soluzioni 
precedenti, come luogo dei punti S che si ottengono condu- 
sendo dai due punti fissi A, B delle rette come AC, tali che 


AC = « e come BS, tali che ABS=2 a. Naturalmente si ha: 
MA= AO0=0ON=NB=a 


essendo M e Bi fochi, O il centro ed A, Ni vertici della 


iperbola, La sua equazione in coordinate polari (polo A) è: 
sen? 6asenocose 
sen30 “ 3senwctosw— sen'® 
il ordinate cartesiane (assi Ae, Ay/): 


y=3%(e—-2 a) 


Hiferita invece al suo centro O e ai suoi assi principali 


} A UY € 
y=3(0°— a” 
vii assintoti hanno per equazione: 
UyU=t+@\ 3 
: he 
& circonferenza descritta su AB come corda, in modo © 


®* suo segmento ADB sia capace dell’angolo da trisecare, #9 
gnera e’ iperbole in altri tre punti E, F, 7 ai quali corrispol 


dono (essend: BFG—= 21 


l’angolo dato): 


BÀF=-3 BAT= +5 
Ossia 
MAT=-£"> — © BAÀV iii 
ossia : 
BRg- 17 _ APE 


Questa soluzione; le due precedenti 


e quella classica del 
Chasles (V. pag. 452, N. Vi) sono le più s 


emplici. 


| pa 


= MI — 


soluzione si riduce 


Iv, — Soluzione di Descartes. Questa 
falla determinazione dei punti d’intersezione d'un circolo © di 
fina parabola le cui equazioni sono rispettivamente : 
3 î 

e+y°— i m+Amy=0 s=|+2 

î Le ordinate di tali punti sono date dall’equazione - 
ay=3y — 
vd cui la minore delle radici positive è il seno di dell’ an- 
polo il cui seno € uguale ad m. 
A Vo — La seguente soluzione viene attribuita a Clairaut. 
Î Sia PQR l’angolo dato; si prendano sui suoi lati lunghezze 
ircolo di 


luguali QA , QB e da Q come centro si descriva UN c 


Fig. 401. 


i raggio QA. Si trecci la corda AB © la si divida in tre parti 
uguali nei punti R » ssi conduca la pisettrice QC dell’an- 
golo AQB. Si avrà: 
sMm=4 45 
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Si descriva allora un’iperbola avente un foco in A, il vertice 
corrispondente in S e per direttrice la QC. Sia N il punto di 
intersezione del ramo S dell’ iperbola col circolo Q. Si conduca 
da N la perpendicolare sulla QC; essa segherà in O la circon- 
ferenza Q. Si avrà allora, per le proprietà della direttrice e 
del foco: 

PATIVIISEIRPA (SAGRE. 


“ND {SVGA 
da cui AN=2 ND e, per simmetria, AN = NO= OB e quindi: 
A@N= N@0= 0@B 


VI. — Soluzione di Chasles. — È la soluzione classica, che 
si ottiene coi metodi della Geometria proiettiva, e che si può 
ricondurre a questa proposizione : 


Fig. 402. 


L’arco di circolo AB, di centro O, e diviso in tre parti uguali, 
nella.sua intersezione con l’iperbola equilatera che ha per 
diametro OB e che passa per il punto d’intersezione di OA 
con la tangente al cerchio in B. > 
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Ecco ora la relativa costruzione data dal Cremona nel suo 
celebre trattato di Geometria proiettiva. 

Nella circonferenza data (fig. 402), prendasi, a partire da A, 
un arco arbitrario AN, e a partire da B, ma in senso opposto, 
un arco doppio BN. Condotta la tangente BT, gli angoli AON, 
TBN'! sono uguali ed opposti di senso; ossia, se i punti N, N! 
variano simultaneamente, i raggi ON , BN' generano due fasci 
inversamente uguali Il luogo del punto Mad essi comune sarà 
dunque un’iperbola equilatera i cui assintoti hanno le direzioni 
delle bisettrici SX , SY degli angoli delle AO, B7'; giacchè 
queste rette sono raggi corrispondenti (sono quelle posizioni 
de’ raggi mobili ON, BN!, per le quali gli archi AN, BN! sono 
nulli). Il centro dell’iperbola è il punto di mezzo © della retta 
OB congiungente i centri dei due fasci, Costruita l’iperbola, 
per mezzo del teorema di Pascal, si ottiene un punto P ove 
essa attraversa l’arco dato AB; ivi coincidono due punti cor- 
rispondenti N s N‘, epperò P è il panto cercato di trisezione 
dell’arco dato; l’arco AP è la metà di PB. 

L’iperbola incontra la circonferenza in due altri punti R, @; 
il punto R dà la. trisezione dell’arco BF che con AB completa 
la semi-circonferenza. Il punto @ da la trisezione dell’arco che 
si ha togliendo AB dalla circonferenza intera, cioè di AB. 

VII. — Soluzione di Bowrdon. La formula trigonometrica per 
calcolare il seno del ferzo d’un arco in funzione del seno di 
quest’arco è: 


4 sen? da-3sen- 24+sena=0 


Ponendo:, 
sen pa=@ senz= & 
e ristabilendo l’omogeneità, si ha : 
41x*—3r° c+r2s=0 (1) 
Facendo allora: 
darY (2) 
risulterà : 
4exy-3rxe+4rs=0 (3) 


Conduciamo pel centro O (vertice dell’angolo) due rette or- 
togonali, una delle quali OX passi per l’estremo A dell’arco 
AB dato. ’ 
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L’equazione:(2) è quella d’ 
diretto secondo OY ed il cu: 
Curva è tangente in O all” 
zione è facile poiché si h 
(ri guenti valori di @: 


una parabola coll’asse principali | 

i parametro è uguale ad Fi; questa. 
asse delle ascisse. La sua costru 
anno pery=0,r,2r-.....iss 


Fig. 403. 


L’equazione (3) è 


quella d’una iperbola avente per assin- | 
toti le rette: ; 
LCa=0) = Ar sal 
4 È 
Ossia l’asse delle y ed una parallela all'asse delle @ distante | 
da esso di: 3 
: Pa PPS 


3 
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Facendo nell'equazione (3) y=0 si ha: 


È dunque facile costruire anche questa conica, mediante le 
seganti uscenti da C. 

Il ramo inferiore dell’ iperbola sega la parabola in due punti 
M, M', mentre il ramo superiore la sega in un punto sola- 
mente M'. Abbassando le perpendicolari da tali punti sul- 
l’asse delle 0, si hanno in ON , ON' è ON" le tre radici del- 
l'equazione (1). 

Questi valori, due positivi e uno negativo, esprimono dei seni; 
occorre quindi riportarli sull'asse OY da 0 rispettivamente in 
R, R', R'' e condurre poi le parallele RS, F' T,R" U all’asse 
OX. Gli archi AS , AT, AU rappresentano : 

a n_-& tata 


3 3 3 
che sono i tre valori della terza parte d’ un arco di dato seno. 
1 punti S, 77 , U' costituiscono i vertici del triangolo equila- 
tero di cui si è trattato precedentemente (vedi pag. 446) ® VI 
corrispondono : 


AS=-+- ABr= an apui= — FIS 
VIN. — Soluzione di Delboeuî. — sia YAX=f Langolo dato 
(fg. 404). Tutto si riduce & costruire Un triangolo AKL nel 
quale 6 sia l'angolo esterno, ® angolo K doppio di L- La bi- 
settrice di K incontra AX in un punto B equidistante da K 
eda ZL; le perpendicolari BC , BG abbassate SU AK , KL s0n0 
uguali. Se si dà il punto B, e si considera solamente la condi- 
zione BK= BL il punto G descrive un luogo geometrico defi- 
nito da questa costruzione : i 
Dal punto B come centro, con raggio arbitrario, si descrive 
una circonferenza DEE'D'; SÌ prendono 1 punti di mezzo 
M,Z,T,P delle corde DE » ED' » p' E' , E' D che uniscono i 
punti d' intersezione della circon 
YAX. Questi punti determinano un’iperbola ed 
sega in G il cere 
AY;la perpendicolare BG in G sara la base 
cercato AKL. 
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La curva ausiliaria è un’iperbola equilatera perchè 
congiungendo i punti di mezzo delle corde DD', DE, si 


DCM = DD'E =} DBE = MBE 


Si I TTT 


dunque le rette CM, BM ruotano con la stessa velocità, 
senso contrario, attorno a C e 8. Quando il cerchio DEE' 
passa per A i punti di mezzo delle corde D'E, D'E!, DEI coin 
Cidono rispettivamente con B, A » C. Essendo AB e AC due 
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rde supplementari dell’ iperbola, gli assintoti sono paralleli 
YAX, YAX'; essi fanno dunque 


e bisettrici degli angoli 
n BC gli angoli: 


1 LI 
x i ’ —- +9 


tonsideriamo ora gli altri due punti d° incontro del circolo 


oll’iperbola, diversi da C avremo: 


sr = BÈS=BR4=-+ ràe=37- 
_ zN Ss 
FÀB=FÎB= CÎB= arl 


L,ARS; AIN formano 


Dunque le basi dei tre triangoli AK 
on AX' gli angoli: 
Li 

3 (m- er_-9 


- SAMI 


ossia l’iperbola è trisettrio 
Questa soluzione differisce da que 
fig. 402, pag. 452) solamente per il punto di par 
stanza è identica ad essa. *ipel È 
Gli angoli GBL, GBK ; KBC essendo uguali tra oro, 1 iper- “i 
bola realizza la trisezione dell’angolo CBX' «he 

ton 0. Parimente l'angolo CBA = — 1 e angolo ve 
CBX' =2x - 0! sono divisi in 
4 BH.1 punti F, G, H sono pi 
tero come già si è veduto (vedi pag. +” è 

| Quando l’iperbola equilater è Ù coerà ll me 


BC facente con un assintoto P 


dividere ìn tre parti ug 
tice A, sopra ACeÎl 8 
uguali AO e AD; dal poi s 
sì descrive una circonferenza i Sia ; ; 

singgito al pamit que è la chiocciola di Pascal, d 


— 48 - 3 


Dal punto 8 in cui il lato 


una tangente 287 alla circo 
il vertice dell’ 


AB incontra tale curva, si conda 
nferenza 04; la retta AT cheun so 
angolo al punto di contatto forma l'angolo: &® 
* 1 

CAÀT = 49 

Infatti, il punto B d 
lare abbassata 
raggio OA d'un 


ella pedale è il piede della perpendivo È 
da D sulla tangente BT ; ora, se si prolunga Ì 
a lunghezza uguale alla sua e se dal punto I 


C 


a ogg _ «—_’_ 


così ottenuto sì abbassa una perpendicolare sopra una tslt 
gente B7, congiungendo il Piede B al punto A si ottiene 8 
punto un angolo: Ria. 


ABD = + 0à8 
Ppichè il triangolo BAT riesce isoscele, epperò: 
È ABD= ser. ATo = car 
i (Vedasi oltre: Soluzioni dell'Autore), 


- 459 
dal vertice come 


— Sia POQ angolo dato. Descriviamo, 
segherà OPinA4® 0Q inB® il suo 
le si potesse determinare su GP un 
M\ 
\a\ 
24 
A 
Fig. 406. 
MCN ri- 


‘punto M esterno al cerchio, tale che sulla segante 
A, sarebbe risolto 


gp il segmento MN uguale al raggio OA, 
E eronIema, poichè si avrebbe : 
oftc= + MÒe 


Infatti, essendo isosceli î dU® triangoli MNO » 


eanT-Ada ossia 


da cui: 
41 


terminavano 
oniche 


one del punto 
uò O 


La posizi 
a concoide» 


| mediante | 
come vedremo- 
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ce di Maclaurin. — Riferiamoci lla 0 


E. 348 fig. 303. 


POM=-i PÒB 
Si avrebbe parimente: 
A i as 
PwBz= T POB 


e siccome OP sege 


i la trisettrice in altri due punti che diremo 
x e BR si avrebbero 


da essi le altre due soluzioni del prot 
come ho indicato in soluzioni precedenti. all 
XE. Con la Strofoide (1), — Si è già scoperto un gran nu È 


di belle proprietà della strofoide e si sono anche indicate 
molte questioni nell 


eredo che non sia st 
Carla alla trisezione 
di Delo (2); vale a dire c 


alla Categoria delle curve se 
catrici. 


= CF. Dico che l’arco CA è il tripio di CF». 


G la seconda estremità del diametro e 
(fig. 407) e uniamo il Punto A ai punti Fe G. Ponendo: 


to, in altri tre punti Z, F, A, il che con 
sponde al grado d 


el problema della trisezione d’un arco,» 
fatti si ha: 
Cf= + CÀ 


CBL = H (CÀ +2 n) CBH=-3 (@4 47) 
I punti F,l.i 


sono i vertici d’un triangolo equilatero, com ii 
già si è detto. 


MER, — Con la Concoide 
fisso O (fig. 408) ea una rett 
Su di un Faggio uscente da 
da S, nei due sensi, 
luogo dei punti 7, 
sarà la Con 


di Nicomede.— Abbiansi un pi n 
a fissa m, distante da esso 08= L 
O, e segante la m in S, portiamo. 
un segmento costante ST = SU=b, 


U, quando varia il raggio uscente dll 
coide di Nicomede, 


» ma un punto doppio isolato in 0. 
urva è: 


(2° + °° (a — a = db x? È» 
; ìèg=l 
Quella dell’assintoto, comune ai due rami della CUPVA; è e ni 
La presenza de) fattore (a? + 4°) ci dice che la curva pe 
all’ infinito pei i ciclici. 


mmaginarii (punti ciclici) e il punto € ci 
trovasi sul lato OB dell’angolo dato. Agli altri tre M,P, 20 
vertici del tria ilatero già Precedentemente conside 
fe soluzioni del problema. Conside | 
M, si hanno i due triangoli isosceli 
OBM , MBR dai quali si rileva appunto essere l’angolo: 
AÒM = + 400 Ossia l’arco VM= È VA 


d’onde: 


va 
jr 
i 
HE 
E 
Ri 
tti 
È 
si 
ti 
ti 


ki; 
bi po 
i 


«Ter pe 
etti 


FI 


» 
DE 


ram 


n DE 


XIV. — Soluzioni dell'Autore, — Fra le tante soluzioni di quef 
sto problema varie ve ne sono dipendenti fra loro, che mein ; 
è occorso di vedere opportunamente coordinate, ma sempre ff 
esposte isolatamente. Pure, tale coordinazione o dipendenza È 


non essendo senza interesse, ho creduto farla qui rilevare, posto 3 
che ho toccato l'argomento. ; 


Fig. 409. 


Cominciamo dalle soluzi 
N. VI) e dal Loria (v. pag. 


Assumiamo come polo d’ inversione il punto 8, con una 
tenza arbitraria — k*. Al circolo 0 (0A) corrisponde i 
retta x perpendicolare ad OB, e l’iperbola equilatera si 


Ki: 


— 465 — 

n una strofoide obliqua, le cui tangenti m , ” nel 
sintoti dell’ iperbola. Ai 
e all’iperbola, che ci 
ecc. corrisponderanno 
lla trofoide. 


formerà i 
pnto doppio B sono parallele agli as 
nti P,Q, FR comuni al circolo OA 
anno la trisezione degli angoli BOA, 
punti P',Q', R'! comuni alla retta £ e a 
Dai triangoli BR' G, BOR abbiamo : 


a trisezione dell’angolo 
una strofoide rinviene 
lo e d’una iperbola 


Cosicchè il risolvere il problema dell 
mediante le intersezioni d’una retta con 
8 risolverlo mediante quella d’un circo 
quilatera, secondo la classica soluzione. 

È Osserviamo ancora, che se il circolo O (0A) fosse stato 
escritto dal centro B e si fosse considerato dato vangolo: 


AN 
TBS=n-@=8 Si 
) ; ope: 
— alii ottenute le soluzioni del problema piediante le. SG 
Are: p,g,r del circolo cOn V iperbola, simmetriche 
di P,Q, R rispetto al centro di essa C, per cui: a 
TÈp = RÒH= 4 p È 
-apr= AGO= 4 @T+9) i 
1 
dèp:= AOP = 3 (4r+8) 
L’inverso del circolo B (80) sarà un circolo ad esso con- 
r! corrispon- 


e nei punti P' » q'a 
denti a p, q, r. Dunque la soluzione accennata dall’Huygens 
e sviluppata dal Loria (Y. _ 460 N. XII) si può ottenere essa 
pure, per inversion®» da 


Peg a 


(0 il circolo, rispetto a un deli 
angolo, sono individuati nel modo che risulta dalla inversiniff 
sopra considerata, ma possiamo usarli per la soluzione 
problema, indipendentimente dalle linee dalle quali non 
generate. Sia infatti SB7 = & l’angolo dato. Descritta dal 


— La strofoide e la retta 


Fig. 410. 


veftice come centro una circonferenza, che sega SB in deo] 
conduciamo per B e C due perpendicolari BD, CE al lato si 
dell’angolo dato. Avremo in G il polo, in CE l’assintoto de 

strofoide, e in m » ©, bisettrici dell’angolo; 


PBD= 3 - a 


e s8p=£+4a 


le tangenti nel suo 


punto doppio 8. La curva segherà fl circo! 
nei punti L, M,N i 


tali che si avrà: 


TBL = + 


TBM = + (27 +) (convesso) TAN = + am+) È 


A i 
TBL'= 3 x ecc. 


Î — Parimente, la strofoide sega la perpendicolare innalzata 
Q, R tali che si ha : 


ul punto di mezzo di BP nei punti P, 


pfz=- 
= 3 LA 


LI 


# pbz=-| ar+® 


BOZ=-- @7+ 2) 


il punto R della strofoide 
a GRe portando su 
vB. ora abbiamo: 


| diga è assai semplice: 
pa Cui conducendo pel polo G la rett 
É ,a partire da V,i segmenti vVR= VR!i= 


{ e siccome: 
4N 
avremo: 
ma A A 13 ; va) L 
> — a +2 BRZ + BRZ= 77 ossia pae gl 
i e analogamente: 
am _ 24 2) 


dz = BRZ+-3- 


ii 


= 


dell’angolo dato; le 
ai punti d interse- 
cioè ad E , Fo 


to di circolo capace 
nderanno 
A esclusa, 


Sia AFB il segmen 
luzioni del problema corrispo 


one del circolo con l’ iperbola, 


BE= + BEA 


BEr=- e =+BEA E L È 

3 v ) BEF = 3 (47 L BEA) 

ione il foco B, si otterrà 
tta a, e l iperbola in una 
G,H,Ldi questa curva 
eccettuando V cor- 


Ora, assumendo come polo d’invers 
circolo ABF invertito in una re 
hiocciola di Pascal; le intersezioni 
on la retta @ risolveranno il problema, 


ispondente ad A. Si avrà quindi : 


TERRE de 


= 
“i 


% 


w|e 
CS) 
| 
2 


A 
BLV= 


ia BHV=-@7-2%) 
Infatti, dai triangoli BGI , BXE si ha: po 
ndr n0vn ate E s 
g BXE=3\3 cia 3 E 
3 


e analogamente per BÎÌV e BÈV. 
— Nella soluzione di Pappo (v. fig. 400 2 pag. 449 


ur ; È È 
pure un circolo di centro D € di raggio DA» ne 
T —.% Lesue inte 


ASB risulta capace dell’ angolo —3 
spetto & tale 


) si considera 
1 quale Parco 


rsezioni 


A e con l'iperbola risolvono il P t 
polonia queto rispetto ad «. Nella nostra inversione tale 
nio si trasforma nella retta d, le cui inters 
n la chiocciola di Pascal danno gli angoli: 


A A o 
mBV= ABa=-=3 
Las 4 (=; LI È 
nBv= ABb= - (+2) rfv=aBe= 7 
ottiene direttamente 
deri la chiocciola di 
nel quale la corda 
quello fisso 


come è facile vedere. Questa soluzione si 
BV si consi 


quando, dato l’ angolo n= 
Pascal come luogo geometrico del punto n 
BQ facente con 


variabile YV è segata dal raggio 


BV angolo uguale ad 3 


da 


— 40 - SIIT 
— Consideriamo ora la stessa soluzione di Pappo (fig. 400), me 

assumiamo come polo d’inversione il vertice A dell’ip 

e una potenza qualunque. Nella fig. 412 si è fatto R®=-6, È 

sendo AN=4+?2; risulta perciò AM=—3. Il circolo X de- È 

scritto su AB come corda, e coì segmento AZB capace del-- 

l’angolo 2 diventa la retta ©, mentre l’iperbola si trasfo me È 


Fig. 412. 
in una trisettrice di Maclaurin. Alle intersezioni £ sF,Td a 
circolo X con l’iperbola corrispondono i punti d’intersezione "i 
G,L,Hdella © con la trisettrice. Risultano quindi, secondo È 
"la dimostrazione data nei casi precedenti: 1A 
MAG= + MAH= + (T—- 2) A 


— MI = 
el caso precedente, il 


quì, come N 
retta d, le intersezioni 


inversa la 
trisettrice ci daranno: 


Se consideriamo anche 
fcolo D (DA) che ha per 
î, n, r di questa con la 
À , 

hi ARV= 3 amv=(1+2) afv= 4 @- 

idale è una trisettrice. Infatti 
— a da trisecare; descriviamo 
R; si tratté di trovare 


4 Anche l’ipocicloide tricusp 
(fig. 413), sia dato l'angolo CJR 
il circolo J (JL); tangente alla corda C 


Fig. 413. 
ad esso circolo, cioè la 


| una ta 3 
ngente comune & Ma si è veduto (pag. 361) che Îl 
cicloide è simme- 


posizione AB della corda ia e coll ipo 
È punto E di contatto della tange 
trico di e: Resia a B; descritto dunque un circolo J (JG), 


jpocicloide e 


i 
À 


= 


essendo CG = CR, si otterrà il punto £ come intersezione di 
questo circolo coll’ ipocicloide; la tangente da E al circolo JL 
ci darà: î 

Bir=ta Bîe=ton-0) BIGGIO | 

— Osserviamo ora che, se ] 
dalle tange 
si consider 
conica fon 
trisettrice 
le soluzion 


a soluzione precedente era data 
nti comuni al circolo J(J7) e all’ ipocicloide, quando 
ino invece le rispettive curve polari reciproche — 
damentale, circolo J (JA) — cioè il circolo 7(JS) ela 
T di Longchamps (v. fig. 312 a pag. 360) si otterranno 
i del problema mediante le intersezioni di esse. 

Dato dunque l’angolo RJC si costruisce il polo K della corda 
RC e si descrive il circolo J (7K) che saga in un punto S (vedi 


fig. 413) la curva trisettrice 7. La tangente SP al circolo fon- | 
damentale determinerà l’angolo: : 


A 1 
BJIC'! = 3% 


Si può anche Osservare che: 


sTer == ce x 


6 


del circolo y (JK) relativo ad un angolo #4 
relativo ad un angolo 2 a (com@ vedesi 
nella fig. 312 a pag. 360) mediante la tangente PQin P (essendo | 
POQ = x), si risparmia la costruzione della tangente S8 (fig. 49) 


ottenendosi direttamente dalle intersezioni S, 7, U di nes 
circolo con la FT: 


Quindi, se in luogo 
si costruisce quello 


RS 
2) 
Il 
ty 
©), 
N 
Il 
o| 
N 


nd: 
BOT=--(n-0) BOV=-i @r—a) 


D'altronde, per l’equazione della F (veai pag. 361), si ha: 


e BC‘ 
cos 3 QOZ 
ed essendo: 
R 
0Q= 70 gr ne segue che Oz 


Paone i ex 


| 


LA 
5 
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'— Consideriamo ancora l’iperbola di eccentricità 2, eil circolo 
lì centro O e raggio DB (fig. 414). La polare reciproca dell’iper- 
hola, rispetto ad un circolo di raggio K avente il centro in un 
lo foco B, sarà un circolo S (SV), la cui pedale è la chioc» 
hiola di Pascal, inversa dell’iperbola dal polo d’ inversione 8, 
con potenza k?. 

La polare reciproca del circolo D sarà una parabola le cui 
engenti comuni col circolo S (diverse da quelle in Vv, polare 
di A) saranno le polari dei punti a, d, 6» intersezioni del cir 
tolo D con l’iperbola, che risolvono il problema della trise- hs 


zione dell'angolo ADB. Tali tangenti, che costituiscono un trian- - 


golo equilatero circoscritto al circolo S (SV) ed iscritto nel- 
re la trisezione di ADB. 

a chiocciola di Pascal nei 

etta invers& del 


| , 

ircolo D, corda comune ai cir 

Dato dunque un angolo ADB da trisecaré, si descrive UD 
ircolo D(DA) dal vertice come centro; si divide in N, 018 È 
corda AB in tre parti uguali ©, stabilita una potenza Ri, si 


traccia il circolo S (SV) inverso di quello avente il diametro 
NA. Si costruiscono poi le tangenti comuni al circolo S (SV) 
e alla parabola che ha per asse BD, per foco Be per tangente 
nel vertice la perpendicolare da V alla DB. Le perpendicolari 
da B sulle tre tangenti comuni (diverse da quella in A) seghe- 
ranno il circolo D nei punti a 3 93€» ecc. i . 

— Analogamente (fig. 414) consideriamo la chiocciola di P8- 
scal BV; sia l’ iperbola NA la pedal della reciproca P_ 
di detta chiocciola rispetto al circolo B ; 
inversa (da B , k®) del circolo D; corrisponde il suo po # 
altro estremo del diametro BD. Le tangenti condotte da R 
alla curva P (diverse dalla RA) cioè Ra , Rb » Re facenti fra 
loro angoli di 120° determinerebbero i punti a » è » 
conferenza BAR, che risolvono il problema. 
parallele a quelle comuni al circolo S (SV) ® alla parabola. 

A costruzioni analoghe si perverrebb®, no semplici, 
scegliendo come centro da’ e quindi come centro del F 
circolo fondamentale per la polare, un vertice 
dell’iperbola o un punto non 

Abbiamo dunque quattro soluzi 
mente dipendenti l'una dall'altra, cioé : 

l'i 


cè 
1.° Intersezioni del col circolo D. 
ni del la con la retta GAL. 


lema, intima- 


e sulla ciro 
Tali tangenti sono È. 


LOT 
DI 
Mi 
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3.° Tangenti comuni al circolo S (SV) e alla parabola 
di foco B, ecc. 


4° Tangenti dal punto R alla polare reciproca della 
chiocciola, 


Fig. 415. 


dar TO 
o (fig. 415). Tracciamo un circoio Ss 
Oin/ed NO in T; conduciamo TM 
Abbiamo : 


Sia MNO l'angolo dat 
egherà M 
heranno in G. 


MON = MGN +? MÎN 
nza.N (NT), G coincide 
te si avrebbe: 


sse con 


descrivendo la circonfere 
punto di e388, evidentemen 


4 Vas 
MON = 3 MIN 
avent 
oviamo € 


i la corda 


jù geme” 50081 


dei punti H,K- 
rtumente nel P = 
. af? . 


non ce 


Plice modo. 
Le due curve s'intersecano iD quattro punti Vv Me. Re: 
quali soli i tre primi corrispondono ® soluzioni del problem - 


nza 
— Portiamo tre volte (fig. 49) ada. 2 pra 10 stesso $©8" 
torda AB, da A in BC: DA portiamo 85° 
mento da O in M sul raggio OD. così ot 
ll luogo dei punti M Che si possono rione polar® è qgolo. 
variare AB è una trisettrice la cui equaz 


g= 00M; OA=FM): 
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Per un dato angolo AOEF = si hanno le seguenti cone, È 
corrispondenti agli archi indicati: 


1 


OM.... 3% 06: (r+a) 
1 5 1 

DE » g 27+2) OF gl) 

OP. ; Qr- 2) OH... 7-9) 


Soluzioni meccaniche. 


iando di occuparci del concoidografo di Nicomed® Bs 
serviva pure per la soluzione del problema della duplicazio 


Tralasc 


del cubo, ma non era 
cuni strumenti più se 
nicamente il prob 
SAI ET SS 


(1) Le articolazioni indicate in nero nelle figure sono quelle che rimangon? 
fisse nel movimento del sistema articolato, 


punto pratico, daremo un cenno su al 
mplici ideati per risolvere meccanica 
lemà della trisezione dell’angolo (1). 


P_ 


SU 

Ball. — Sia MOB \° angolo dato 
etta e portiamo 
OB qualunque. 


lela ad OM. Si 


— Trisettori di Rouse - 
47). Su carta trasparente tracciamo una Tr 


di essa un segmento PQ=2 0B essendo 
der B conduciamo la perpendicolare e la paral 


M Q 


Ne 


Fig. 47. O B 


attare il trasparente in mod ; 
PQ coincidano rispettivamente . 


tratterà allora di ad 
tta stess® PQ passi per 0. 


estremi Pe Q del segmento 


Îeon ia BR e con la BQ. e che la re 
1 GS 


Si avrà in tal caso M0Q =3 MOB. 
Hl. — Si traccia su carta da aecalco un T- sia MON VD" 
polo da trisecare ; si traccia Una parallela 


ati ON, distante da esso della lunghezza 


MP praccio 


bi ; 

Fig. 418. s/70 N < 

Si fa poi scorrere Questo fino 8 stremi P rà pro n 

| gino sull’altro lato OM dell’ango! i, 

PS passi per il vertice O dell’ango % 
TESA i 


che i suoì © 
o e sulla parallel 
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TM. — Si può usare la disposizione della fig. 419, facendo 
Pere la carta di decalco, sulla quale si sarà tracciata ui 
squadra coîì segmenti MP — PQ, conservandonè un lato. Ri 


Fig. 419. 


tangente all’arco di circolo di raggio OC = MP, fino a che 


Poggi sulla parallela a CN distante da CN di VN= MP. 
Risulterà : 


A { ay 


a odi 
IV. — La disposizione della figura precedente si può mod. 


- de- 
ficare in questo modo (fig. 420): Tracciata la squadra pen 
calco, sul foglio, si traccia un semicerchio OQN di raggi 


e si porta OS—= OC, Si fa 
suo lato passi per S e 


teggiate, come SMO risulti uguale ad un terzo di MON. 


E @ 
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ne precedente 


TV, — Si può modificare ancora la disposizio 
pstruendo due semicerchi di ugual raggio ® tangenti, come RS 
desi nella fig. 421; si raccordano con la tangente comune in È 
odo da avere la figura DSNO. Facendo allora scorrere Una sa 
si 
A 
CA 
MFig. #21. $ 

D " O N 


ran AMB, in modo che i suoi lati si mantengano tangenti 
| ° due semi-circonferenze, fino a fare coincidere l'estremo P 
fidi un segmento MP = 06, segnato su uno di tali lati, col lato 


SOR dell’angolo dato RON, si avrà CPO= + RON. 
| VI. — Trisettore di Ceva (1696). È costituito da un 
Eppicolata OBAC coi lati OB, OC prolungati © sca 


a losanga 
nalati; in 


M/ 


Fig. 422. 
O N 


dei corsoi (galletti) uniti ad altre 


queste scanalature se 
due sbarre AM ; 4 articolate in A- L'angolo MON è uguale 
AN quando si abbia AM = AN=AC. 


al terzo dell'angolo M 


VM. — Trisettore di Laisant.— Il sistema articolato rappre È 
Î sentato nella fig. 423 è composto di due losanghe OAEF, 0BC0 | 
Mono ì cui vertici £, C sono scorrevoli nelle guide costituite dii È 
i prolungamenti dei lati OD, OF, mentre i vertici A, D, F,B 


B 


sono articolati. È chiaro che uno spostamento del lato 0E, | 
per esempio, rispetto ad OC tenuto fisso darà luogo ad vl 
deformazione delle losanghe, che rimarranno però sone 
@epperò saranno sempre uguali tra loro i tre angoli aventi 
vertice in 0, È 
Vitt. — Un altro sistema articolato, simile a quelli di Ceva? 
di Laisant è dovuto al Ball ed è rappresentato nella fig. 4 
Consta di due losanghe ACBO , OBMD col lato comune 08 


Fig. 424. 


articolate si vertici; di questi, O ed M sono scorrevoli aan 
scanalature praticate nella AM. Basterà far corrispondere 
articolazione A col vertice dell'angolo dato DAC e far col 
Cidere i vertici C e D rispettivamente sui lati dell’® 
stesso, per avere : 

ia 


DO = 0ÀB = B&ÀC=-:-D c 


Pr a 
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r- n questo strumento sono 
e troppo complicato 
richiede inoltre una 
angolo, poco pratica. 


veste 
ma esso riesce 
4 sbarre ; esso 
ertice O dell 


. — Trisettori di Syl 
ppresse le scanalature, 
fchè costituito da ben 1 
icolazione settupla nel v 


0 


X. — Il Ball propo azione indie 
che è basata sullo stesso principio € richieder 
intupla solament 


ne la modific 


Esso darebbe vangolo 0' OE = 3 Giova osservare 
che in questa disposizione; quando venga fssata la seri I 
il punto O" deve MU ersi nell direzi TS 
così una guida di 40 ; sparre la cui te acile. 

31 — GHERSI — Matem. dilett- 


Pplice venne studiato dal Sylvester, 
+ In esso si ha £0°= 00° N 
dal che risulta £B= BO e quindi BÉO = + BÉF. 


FPappresentato nella fig. 427 


Fig. 427. 


Il punto BR descrive la 
base fissa. In figura A 
parallelogramma ABC 


perpendicolare sul punto medio di pi 
i €, B, D, rappresenta la posizione 
D relativa all'angolo B, EF,» 


E 


Fig. 428. 


XII. — Trise 
fig. 428, ideato 
tice O dell’ 


ttori di Kempe. — Il triplo- 
da Kempe, ha il difetto 
angolo dato un’articolazione 


Parallelogramma dell | 
di richiedere nel vere: à 
quadrupla, di 


er «Pu 
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a guida di Kempe si fa: 


fix, — Se nell 
cp = BC=?2 


FC = FH = EA = 
DE = EF= AH VR 


È AD=AB=\ 5 +1 


1! 8CH 
| 8CH. 


gi ha la fig. 429 nella quale HCF = 


É A 


— Trisettore di Hart. Il sistema 
fig. 430) può servire come 
do si faccia : 
AN=* 

CE= EF=% 


È XIV. 

articolato ( 

trisettore quan 
AG= GF = 

AB= BC = 6 

in tal caso sì ba: 


C 


poichè 
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XV. — Nel sistema della fig. 431 nel quale: 
AS=RS=CS=5 AB=BM=BC=4 
A Pas 1 
MO=0G=3 RG=6 risulta cho=- cÙ6 
A 


R 


Fig. 431. 
A G 
XVI. — Trisettori di Tissandier. — Immaginiamo condotta lì 


segante ABC (fig. 432, a sinistra) in modo che la sua par 


Fig. 432. 


esterna A 8 sia uguale al raggio B0. Nel triangolo isoscelt 


ABO si avrà BAO= BÒOA =a e l'angolo esterno C80=2 & 


E 
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— 29 e infine: 


e BCO sì avrà pure BCo 


4N 
COD=34 
roprietà, che 


el triangolo isoscel 


ossia 


È facile realizzare un trisettore pasato su tale P 

i rappresentato, inferiormente, nella fig. 482. Tre regoli uguali 

ip, BO, OC sono articolati in modo che O possa scorrere 
ì perno essendo foggiato a scorsoio) in una sbarra scanalata 


AX articolata in A cOn AB, e C possa scorrere nella scanala- 
nto di AB. Il tutto, come si vede. 


tura praticata nel prolungame 
fuò ripiegarsi in modo da occupa imo spazio. 


XVII. — In modo analogo si può 
ue 


re pochissì 
usare il trisetto 


sbarre collega 


re di Otto 
te da una 


Frohlich (fig. 433), costituito da d 


pr DO articolata in D ed O e da una quarta ) 
lunga quanto OD e articolata ess& pure i i endo l’ap- 
N) 


x 


nella fig 434 


parecchio come è indicato 


risulti: 
4‘ 4% 


è facile vedere come 


di lamierino, ebanite, cartò dh 
altra spiegazione quando si sa n 
modo da avere AB=B(= 


Che il lato BY Passi pel vertice O dell’angolo e che l'a ni È 


b- 


MAL ARMA" 


I 


lato di questo riesca tangente al semicerchio, al che si per 
viene per tentativi, naturalmente. 


MEX, — Trisettori dell’Autore. — Ab si 
fig. 306, un modo di generazione della trisettrice di Maclauril È 
che sì presta assai bh costruzione d’ un trisettore seme È 
plice, che può nello stesso tempo servire per il tracciamento È; 
della trisettrice stessa, 

Abbiasi una s 
Fissata una spill 
elastico, 
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ad O fino a che V intersezione del 


itare la squadra attorno 
a sul lato BO dell’angolo dato KOB; 


Mio lato AVconla MC cad 


Si ha allora : 


2 


Ii luogo di S è la trisettrice di Mac Laurin. 


A { A 
SOA=- KOB come pure smo = + KOB 


ù 


Fig. 436. 


n filo assato in Cc, che 


be sostituire u 
& mantenuto teso cOn 


All’ elastico si potreb ; 
illa fissata 1D 


scorresse su di una SP 
un peso. 

Sia in un modo che N 
moto continuo un are d 
sul foglio dei punti di essa. Sost 


ell’altro» non si potrebbe tracciare con 
i trisettrice, ma solamente segnare 
ituendo invece al filo o all’ela- 


— 


stico (fig. 437) una sbarra ri 


poggiare costanteme 
Poggiando la punta 
tracciare un arco di 

Questo compasso, è facilmente esegii 
bile în cartoncino O lamierina rigida (molla d’accigio, pakfun! 
erudo,; ecc.). 


gida articolata in C, che si fareok 
nte sull 


Fig. 437. 
Si . mo 
[AE MX. — Sia xAY l’angolo da trisecare (fig. 437). Costrua 
FARI il segmento ACDB 


; i 
capace di detto angolo. Se i due punti G 
D di quest’arco risolvono la questione si avrà: 


SN N ZN 
YAC=CA4D= DAX 
La CD è Parallela ad AX e 


Pra 
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punti C € D sono due 


i luoghi dei 


i hanno le uguaglianze (A), 


: | 
archi di iperbola avente direttrice comune OEeifochi in 4 € B:6 
“Sicchè, in un caso parti- 

Tcolare qualunque i punti © . ” 
eD saranno all'intersezione i 
di questi due archi di iper- 
i ola con un arco di circolo 
d raggio HA e di centro H, 
pessendo H il punto d’incon- 
{tro di.OF, direttrice comu- 
ine, con la perpendicolare 
‘condotta ad AY da A. 
{Si può dunque usare, per 
la soluzione del problema, 
{uno strumento (una specie di 
| squadretta-garbo) costituito 
‘da una squadra e da una 
| lastrina profilata secondo ì 
‘due rami iperbolici di cui 
sopra, nel modo indicato 
Nella fig. 439. 
i Nonsi avrà che da con- 
durre in A la perpendicolare 
ad AY; collocare il triset- 
tore come in figura © descri- 
vere l’arco di circolo di © 
tro H e di raggio HA sin 
bolici. 


en ° ®* 
oa segare inCeDi due archi iper- 


LA QUADRATURA DEL CIRCOLO 


Qual è 1 geométra che tutto s’affige, 
Per misurar lo cerchio, e non ritrova, 
Pensando, quel principio ond’egli indige ; 


Tale, era io, a quella vista nuova; 
Veder voleva come si convenne 
L’immago al cerchio, e come vi s’indova; 


Ma non eran da ciò le proprie penne. 


DANTE - Paradiso, ultimo canto. 


Il Problema. 


Trovare il lato del quadrato equivalente a un dato circolo. 

Ecco il famoso problema che da lunghi secoli affatica tante 
menti, e che per tanti altri ancora continuerà ad affaticarne 
e ad ottenebrarne, nonostante qualsiasi dimostrazione dell’im- 
Possibilità della sua soluzione. 

Fino al 1882 tale impossibilità non era dimostrata; Lambert 
nel 1764 aveva dimostrato che il rapporto della circonferenza 
al diametro è incommensurabile, e nel 1808 Legendre dimostrò 
che anche il quadrato di x è incommensurabile. Ma solo nel 
1882 Lindemann riusci a dimostrare che x è un numero tra? 
scendentale, vale a dire che non può essere la radice d'una 
equazione di grado qualunque a coefficienti intieri o formati 


di irrazionali algebrici (vedi pag. 492). 
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dovuto più assistere ad 


Dall'82 in poi non si sarebbe dunque 
alcuna fioritura di QUAdl'Atur?... e invece ! 

È la previsione che la serie dei quadratori non sia per finire E 
Neanche dopo la data storica del 1882, è purtropp® facile & È 
; jlire, Molti pseudomatematici, tra la numerosa falange di si 
°° che per essere riusciti a comprendere la dimostrazione È 
bl ponte dell'asino — denominazione volgare del teorema di ì ; 


itagora — si credono dei saccentoni, molti ancora saranno 
urla natura del pro- 


” pur non comprendendo talvolta nepp 
Sblema, procureranno lavoro alle Tipografie per lanciare nel si 
i alle tante Ù 


da aggiunuers 


Îtampo scientifico la loro soluzione 
morti o ancora viventi. 


| à messe fuori dai loro colleghi ora 
Bo È ani manifestano 0 una grande commiserazione 

alla dgr disprezzo per i loro predecessori che, poveretti, A 
Mirnonte fico gi crassa, accecati da preconcetti assolu- 
Mii ivi non sono riusciti ® trovarla. È vero che ad b 
Biiapre n ra geniali trovate, la soluzione del problema resta 
Bi incerli ch rovarsi, ma che importa questo * Chi potrà con- 

che non fossero da ciò lé toro penne ? 


î Per gli Cope È ; ; ; ; 

er gli autori di quelli aurei opuscoletti, dove in poche pa- 
anti strafalcioni matematici, 
per chi non 


Îla soluzione è inne 
ggerriva a comprenderne la dimostrazione ! 
N Ameèoccorso, p. es., di trovare in un V 
questa preziosa osservazione: «+ 
ggigrato me lo dite circoscritto ad un 
g< poi ammettere l’uguaglianza del su 
{ «circolo? Evidentemente avete dimenticato di 
«della grossezza delle rette lati del quadrato ! ». 

lo spero che nessuno dei miei i a tale ca- 
| tegoria di matematici; 10 sperO» ; sarei certo di farmen® 
con queste righe un nemico o almeno di ve tificato 
| di tutto il suo disprezzo, senza la più a speranza di con 
® vincerlo del suo errore. Un quadra e infatti a dire: 
| «Provatemi soltanto che il problema è impossibile ed iò me 
ne occuperò subito »! 

Ti Ciò premesso non 
î dratori nelle loro elu 


mi aarò certo la pena di seguire i qua- 
è perderò tempo nella fa- 


cubrazioni, né i i 
fallacia. Vedremo invece, In 


| cile bisogna di dimostrarne 19 e 
rie siano state fatte 1N proposito. 


| breve, quali indagini se 


Dell’ impossibilità di risolvere il problema, 


Dalla risoluzione, in senso negativo, del problema della qus 
dratura del circolo data da Lindemann col dimostrare la trae 
scendenza del numero x, risulta che, non solamente la costr 
zione di x è impossibile con riga e compasso, ma che neppure | : 
esiste alcuna curva superiore definita da un’ equazione alg& 
brica a coefficienti interi, un punto della quale abbia l'ordi È 
nata uguale a x e l’ascissa razionale. E neppure può averi È 
una curva algebrica tale che 7 sia l’ordinata d’un punto che 
corrisponda a valore algebrico. dell’ascissa. al 

« Se (1) tutte le curve algebriche fossero tracciate nel pitti 
«quelli dei loro punti d’intersezione che corrispondono a vi 
«lori algebrici dell’ ascissa, sarebbero condensati dovunque, 4 
«nel piano; nessuno tuttavia dei medesimi avrebbe ordinata 
« uguale a 7. Perché si possa costruire mediante curve elge 
«briche un qualsiasi numero trascendente, bisogna cea 
« dato innanzi (aggiunto, come s’usa dire in analisi, al campo 
« di razionalità) un conveniente numero trascendente (preci 
«samente il numero aggiunto deve essere legato algebrica 
«mente al numero da costituirsi)». a 

Una vera costruzione di 7 può dunque solo eseguirsi ia: 
diante una curva trascendente, cosicchè (trattandosi di na 
costruzioné) per poterla effettuare dobbiamo aggiungere 
compasso e riga un’istrumento, trascendente, che dia tal sa 
in un tratto continuo. Un siffatto istrumento è 1 ere 
(planimetro), che fu recentemente inventato e disegnato pa 
l'ingegnere russo Abdank- Abakanowicz effu costruito 
Coradi di Zurigo. 

Di una data curva Y=f(®), curva differenziale, si può 0» 
struire con questo istrumento la corrispondente curva inte 
grale Y=F(%), dove: 


F(2) = { f(2) de 


A questo scopo, si guida l’Integratore in modo che una SU | 
punta, la punta descrivente percorra la curva differenziale; 
una seconda punta, la punta disegnante (la matita od il tirè 


(1) F. Giupieg. Traduzione delle « Conferenze sopra alcune questioni di Geo 


metria elementare di F, Klein» pag. 69. 


— 499 
a allora la curva integrale. Per UNA descrizione 
ingegnoso istrume ì diamo al 


icato in tedes 


nziale g=f(®) 

3 punti (@ , 9)» 22M KI —1; 
i triangolo rettangolo forma con l’asse 
elle ascisse un ang di tangente trigonometrica uguale ad 
Perciò, questa ipotenusa è parallela alla tangente alla 
rrispondente (X a y). Il compito 


furca integrale nel punto © 


he 
a cammini sempre paro la 
ile della nominata ipotenu la pu ag” 
percorre la curoa differenatale sè ottenuto ò dna 3 
modo semplice : la punta disegnant collegat È baggare ne 
a margine tagliente» il piano dell Ti ale di disp 
ni ; nte contro il foglio 


i 337 all’ ipotenus 

Questa rotella è premuta sempl® 
del’ disegno per mez gi un pes® ° aan og 
contatto non è possibile di ji 86 P dò 


rotella. 


PIRA 
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L’Integratore è utilizzato molte volte in 
colo di integrali definiti : 


suo impiego per la costruz 
è un cerchio: 


pratica per il ci. 
per noi è di particolare interesse î 
ione di r. Se la curva differenziale 


+ yg= 3 
la curva integrale è: 


Y 2 pa A 
P= {Vri-a de= “are sen +5 Vea 


La curva consta d’una serie di rami congruenti. I punti d'in 


î rin e con 

contro con la retta mediana sono 0, + 3 se Ù 
: n 3T : 21,8 
le rette laterali sono r° va rî TA 0 Poniamo r=4,è | 


le ordinate dei vertici, oppure dei punti d’ intersezione con lì 
linea mediana, ci daranno così x ed i suoi multipli. Po 
Importa Osservare, che questa curva viene disegnata dal È | 
cennato istrumento non difficilmente ed Impatto li 
con molta facilità è precisione, specialmente se nel luogo de 
punta disegnante si ponga un tiralinee. raf 
Abbiamo così una vera costruzione della quadratura de n 
chio e Precisamente nel senso in cui fu cercata dai a 
greci; perchè manifestamente la nostra curva integrale se 
Che una modificazione della quadratrice prima considera î 
— Come la duplicazione del tubo e la trisezione dell pag 
così la quadratura del’ cerchio i Greci cercarono. d’ottene? 
per mezzo delle curve superiori (4). è la 
Consideriamo, per esempio, la curva y = arcsen ©, che È 
sinusoide disposta verticalmente. Dal punto di vista della si 
metria x è una ordinata di questa curva, invece dal punto Ro 
vista della teoria delle funzioni essa è un valore particolar 
della nostra funzione trascendente. In seguito chianisitni 
macchine trascendenti quelle che servono a tracciar le SUA 
trascendenti. Una Macchina trascendente, che disegni la sinu 
soide, ci cà una effettiva costruzione di x. È 
Oggidi potremo denominare la y— are sen ®, curca ini& 
grale, potendosi definire Y come l’integrale d’una funzione i 
algebrica: 


d 


Dv 
4 = == 
È 1-aì 
— _r—_———._— 
. (1) Alein-Giudice. Opera citata, pag. 47. 
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anzidetta proprietà 
Specialmente not 


Una curva dedotta dall veniva detta 
Quadratrice 0 TiTpayQnEOvTa. aèla Quadra- 

e di Dinostrato (circa 350 anni 
B 


ar. Cr.); la quale pero già prima 
Ù a stata costruita da Ippia d’ Ella 
(circa 40 anni av. Cr.) per la tri- (Da 
ser ione dell’angolo, 
{Geometricamente essa viene de- vii 
lita come segue : Sulla retta OB 5 
ie. 41) e sull'arco A B si muo- x 
puono due punti M ed L con ve- 
Mbcità uniforme. Essi incominciano 
tontemporaneamente il loro movi- 
mento in O ed A rispettivamente 
P aiglungono in B nello stesso tem- 
o. Si tiri poi O L e per M la pa- 

và Pun punto della 


Fig. 4Hl. 


s allela ad O A, la quale tagli O Lin P; S8 ; È 

Wuadratrice. Da questa definizione segue, che 4 © proper 
n 

T_ così abbiamo = Y 


9=-> 


perle a 6, Siccome per y= 1 è 
1gd essendo : 
8= arc tag L 


siotti 
i ottiene come equazione della curva: 


" 
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Il punto, dove la curva taglia l’asse delle x, è dato da: 
y 


L= AREA 

tg 3 Y 

dove si deve fare 7=0. Siccome per piccoli valori la tg è 
uguale al suo argomento, cosi è : 


e= — 
n 


Perciò il raggio del cerchio è medio proporzionale tra il qui: 
drante del cerchio e l’ascissa del punto d’ intersezione della 


D B 
Fig. 443, | 
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elle a. La quadratrice può dunque ser- 
del cerchio, eppero sussidiariamente 
fondo però questa non è che una 


blema della rettificazione, fin 
uale si possa de- 


ladratrice con l’asse d 
re alla rettificazione 
lla quadratura di esso. In 
brmulazione geometrica del pro 
anto che non al 
rivere la quadratrice con t 
Tenendo conto della forma de 


ratto continuo. 

lla curva si arri 

3 facendo variare 0 oltrete— 

spettivamente. È manifesto che la quadratrice di Dinostrato 

pon è così comoda come la cur na; sembra tut- 

avia, che quest’ultima non sia ntichità 

der il detto scopo. 

— La costruzione seguent 

pure di ottenere la quadratrice (fig. 443). 

Sia ABC un triangolo isoscele. Abbassiamo la perpendicolare 
AF Facciamo 


va alla fig. 442 


Mi permette 


e di Giovanni Bernoui 


È AA AC e la perpendicolare CD sopra 
= CD e proiettiamo C in E su DL: Facciamo CM= CE © 
uitO....es- I punti 


M,e così di seg 
dratrice che seg® 


R e avente van- 


proiettiamo C in F sulla E 
D.E,F,Goir sono punti di una Qua 


Co un punto R tale che l'arco di raggio © 
golo al centro ACB ha uno sviluppo uguale ad AB. 


Le origini e il concetto mate 
del simbolo ©. 
polo del rapporto 


— Come sim 

tro del circolo, pare che l 
trodotto nel XVII secolo (1). 
Lo, periferia) o del- 


matico 


Il x simbolo geometrico. 
tra la circonferenza e il diame 
della lettera greca x sia stato in 
pie lettera è l'iniziale della parola seoupéee 
l’altra stopetoos (perimetro). 

W. Jones nel 1706 USav pochi anni dopo Ber- 
e nel 1736 la Cc; nel 1732 


‘nouilli usava la c; Fulero nel 1734 la P i 
x che divenne infine d'uso ge- 


Cr. Goldback usava di nuovo la 

nerale dopo la pubblicazione ell'Analisi di Eulero- 
Calcolo di x. — Due sono i m€ iti 

di x. Uno geometrico, dovuto 84 

per la ricerca di © considerato PU 

geometrico. L'altro, moderno, Venn 

i0s ». ndon 1647, di Oughtred, ® 


1 Ù Lo 
ennio opero - sio Rei Me tiones habitee in scholis pudlicis 4 


«Isaaci Barrow - 
Cantabrigensis ». Londini» 1684. 
tem. dilett. 


32 — GHERSI. — Ma 


)biasi un istrumento, col q È; 


POR SITR 


La 
PA. 


nidi a 


: 
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che considerano x come simbolo di un numero che fi "i 
solo în geometria, ma anche in altri rami dell’analisi mate» 
matica, cioè indipendentemente dal suo valore come rapporta 
della circonferenza al diametro, A 
Nel primo caso la determinazione del suo valore numerico 
non ha che un interesse relativo, bastando nella pratica del 
suo uso un numero di decimali assai limitato. 
È invece interessante il riscontrare l’esistenza di tale ni 
mero in taluni problemi, specialmente di probabilità, 
Esempio: Qual'é la probabilità che m intteri, scelti a cas, 
siano primi tra loro? 
Essa è rappresentata dall’inversa di: 


1 1 1 
{n +tamtint: pugni: 


Perm==? 4...., si trova: 


6 90 
E 
i È È di 
Supponiamo che 50 persone scrivano ciascuna 5 pi 
numeri a caso; tra queste se ne troverebbepo 154 costi 3 
numeri primi tra loro, il che corrisponde a: 


6 4154 
ni 250 
da cui si deduce x = 3,1209. è è: 
— Del resto, dato che il valore di x è unico, tanto sé pe 
consideri come un rapporto geometrico, che come un num 
derivante da considerazioni matematiche d’altra mg 
può valersi di queste ultime per determinarlo, come N 3 
guente esempio. — 
Si taglia un pezzo d’ago, ben cilindrico, lungo circa gir 
sopra un grande foglio di carta si tracciano una serie di rette, 
parallele ed equidistanti, in modo che la distanza delle rette | 
Successive sia doppia della lunghezza del frammento bg 
Si getta allora, a caso, l’ago sulla carta, un gran Du 
volte, mettendo alcuni fogli di carta bibula sotto il foglio & 
carta, per evitare rimbalzi troppo forti. Si contano il numer? - 
totale delle prove, e il numero dei casi nei quali l’ago cade. 
attraverso ad uno dei tratti. La probabflità che l'ago 
in modo da segare una delle parallele risulta espressa da 


Rec 


- ecc, 
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e centinaia di volte si trova 
li sta a quello delle cadute 
può dedurre il valore 
tatori : 


® Ripetendo l'esperienza, parecchi 
Iche il numero dei casi favorevo 
Tappunto in tale rapporto, dal quale si 
Nidi r. Ecco i risultati ottenuti da alcuni sperimen 


——uac_eee=s 
[—_____m—m——@“@« _ mi egg: 
sperimentatore | Numero , | Valore 
#0 | dei tentativi | di ottenuto 
ti em na — pepe er 
A. Smith . . +. | 3204 ! 3,1553 
RR pa di 600 | 3,137 
Cap. Fox. . . | 1120 | 31419 


— Aggiungeremo infine che Eulero trovò ed espresse Con la 


e V -1ud 


da misterioso legame fra 7 e il numero e (2,71828) base dei lo- 
\garitmi neperiani. 

3 e Bibbia. — In due passaggi relativi alle dimensioni 
E n grande bacino di bronzo che ornava il tempio di Salo- 
7 pe a Gerusalemme si dà indirettamente il valore allora 
prattribuito a n: 

È E° il re. fece il mare di bronzo di 10 cubit 
La altra, Esso era rotondo e misurava 5 cubiti di altezza. 
{ corda di 30 cubiti ne faceva il giro ». (I Re - lib. I 


| da cui risulta : 


i da una sponda 
Una 


n= di =3 

- 2). 
bbin 
Ciò che h 


che posteriori alla 


È (secondo libro delle cronaché» capo IV 
a tre palmi di 


È are Talmud, raccolta di tradizioni ra 
5 A si trova questa proposizione : “ 

iro è largo un palmo ». 
Di pare che gli Egiziani (1) usassero 


Il n de li E. ni ESE 
ti 1 quarto della circonferenza il valore 


1606 + + * * 


per la rettificazione de 


8\3 
1) , cui corrisponde © 3, 


abati as Ama Popyrus Rind >. 


ana Cs 
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in una nota pubblicata nel Bollettino di & 
a delle scienze matematiche (Anno XI - Fx. | 
ag. 1) ha credutò di poter ristabilire per quale 
via gli Egiziani siano pervenuti a tale risultato. Egli dice: Ml | 
sembra di aver trovato un modo che potreble non essere di 
Verso da quello degli antichi Egiziani per convincersi dell'esat- 


tezza di questo risultato, od almeno potrebbe far intuire ai 
quale via vi siano giunti. 


Il Sig. G. Vacca 
bliografia e Stori 
scicolo III, 1909, p 


: P lella 
+ — Questo Metodo consiste nella considerazione é 
fig. 444 la quale consta di u 


SOpra un retic 
nove volte il lato d’una maglia. Si vede dalla figura che Q 
arco di cerchio assieme ai due raggi che limitano il quadivea 
comprende presso a Poco 64 caselle e che le parti di pipa: i 
Queste 64 caselle che escono dat quadrante, compensano sb 
stanza bene le parti del quadrante che esse non comprendon® 

«Quindi Parea del quadrante sta a quella de] quadrato ca 
scritto come 64 a 81, ed il lato di un quadrato equivalente 
Area al quadrante è 


Uguale al lato del quadrato circoscritti 
diminuito di un nono, 


FI CR 
quadrate, con raggio ugual 


e @ 
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ri i reticolati a maglie qua- 


late che essi adoperavano con vari modelli che si trovano, 
esempio nel Museo Egiziano di Torino, come i pittori fanno 
eor oggi, per ingrandire od impicciolire disegni secondo 
a determinata scala. Essi conoscevano pure l’uso del com- 

he abbiano potuto fare il ragio- 


Gli Egiziani avevano famiglia 


lasso: è quindi verosimile © 
amento che precede. 

«2° — Dalla considerazione di 
on è altro che una successione in 


anti sopra un reticolato a maglie qua 
. -. volte qu 


questa seconda figura, che 
definita di quadranti disé- 
drate ed aventi per lato 
ello di una muglia, si 


Nispettivamente 1 , 7 NE OO. 


a 


MEGA LITRI 


i nso tra 
vede subito ct tti gli ® jp: ooteet 
che per tutti 5° ntranti del sistema di maglie 


le parti sporgenti € 
che copre nel miglior 

assai meno bene che non P° il quadra 
i sistemi di maglie» 

numero di maglie 


più, nessun altro di questi © renti 
serie abbastanza lunga di qua “ice Gel 
u rfetto. © nfine la r® ce de 
guale ad un quadri ini Li di lato 9 è Ai a 


quadrato corrisp® 7 
visto. Ed ora la frazione 4 *° meglio 1 — 3* 


terio di semplicità delle fr 


ntichi Egi- 


oni che avevano gli a 


ie 
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ziani (secohdo lo stesso papiro : Cfr. G. Loria, Biblioteca Ma 
tematica, 1892, pag. 97). T 
«La considerazione di questa figura che si potrebbe forse 
anche trovare come motivo decorativo in qualche monumento | | 
architettonico, può avere condotto gli Egiziani a ritenere che 4 
il valore trovato fosse il migliore tra gli altri dello stesso ge- 
nere, e forse anche a credere nella «sua esattezza. | 
«3.° — È utile considerare i valori per x che si ricavano dalla — 
considerazione dei quadranti della seconda figura. Essi sono: 


n= 4 = 3 
= 9, = |} = 325 =D = 390 
= = =-8,111 = eo = 30 2388 
= ca =31604 = do =308 = Tia 


Da essi si vede pure che il valore prescelto dagli Egiziani @' 
il più conveniente. i 
Il 7 di Tolomeo. — Tolomeo non si occupò direttamente della 
determinazione di 7, ma costrusse delle tavole di corde della 
circonferenza di 30 in 30/, dall’arco di 30/ a quello di 180°. Egli 

ammetteva come valore della corda dell’arco di 1°: 


4 2 50 
0 + ao + 07 


del raggio, ossia 1° %' 50. Ammettendo che quest’arco Monti 


differisca sensibilmente dalla sua corda, l’arco di 60° avrebbe 
per lunghezza : 


2 50 

tata 

del raggio, ossia 1° 
ferenza di raggio 1 
1 é: 


2! 50" del raggio. Dunque la semi-citcon@ 
oppure la circonferenza intera di dia 
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fe. 
ppesia 3 m 3,141666 


8 dl 


È Lo si può dunque ottenere addizionando termine a termine 
Mezio, Il r di Tolomeo 


DI rapporto d’Archimede con quello di 
Tè compreso fra i due. 
Ir degli Indù. — I matematici Indiani conoscevano T con 


ggmolta approssimazione. Così Bodhaiana gli dava il valore LA 
Nossia 3,0625 e Aria-Bahata verso il 530 dava per © la frazione: 


È 62832 

È “odi 3,1416 

lato d’un poligono regolare 
te per diametro l’unità, e con 


tto di 2 n lati si ha la re- 


Egli dimostrò che essendo m il 
È di n lati iscritto nel circolo aven 
fs il lato del poligono regolare iscri 
Mlazione: 

1 
"ode — La-my 

2 

e iscritto egli trovò successi- 
lari iscritti di numero doppio 
etro dà come uguale 


Partendo dall’esagono regolar 
1 vamente i lati dei poligoni rego 
i di lati fino a quello di 384 lati il cui perim 
Î a 9.869 deducendone il valore di 7 sopra riferito. 

| Bhaskara verso il 1150 diede un valore tolto assai probabil- 
mente da Aria-Bhata, ma che egli dice di averò sales 

i metodo d’Archimede pel poligono di 384 lati, ed è: 


3927 
rai 31416 


pere cinesi pare che si riscontrino 


Il x dei Cinesi. — Nelle 0 
ultimi probabilmente 


: : 22 457 

ì valori 3 , =» è i due 

opere arabe. ; 
Il x di Archimede. — Archimede P 

la circonferenza d’un circolo e il suo 


ricavati da 


rovò che il rapporto fra 
diametro è compreso fra; 


40 40 
E A A 


ossia fra 3,1428 . 

iscrivere e circoscriv 
lati, determina 
tere che la ci 


equivale a fare 9 — de nella doppia ineguaglianza: 
GO 


sen $ < 9 < tang 9 


Archimede deduceva i valori di sen 9 e tang © da quello di | 


sen g_" etang + x mediante successive divisioni di angoli | 


in due parti uguali. - : 
Il metodo d’Archimede corrisponde quindi all’uso di quest 
formole : 


no M? 
ce? 
2-9 E ° —_ can 
tte ( V i 


nelle quali c ed m indicano i lati di due poligoni simili rego | 


lari iscritto e circoscritto; C ed M quelli dei poligoni regolati - 
di numero doppio di lati. 


È re 
“To 
r+ Vr++ 


Fig. 446. 
C P N 


È 
Huygens trovo poi un ingegnoso metodo per sabbie 
calcoli di Archimede. Saurin dimostrò pure che tali formot 


£ - . i 
possono venire sostituite con queste assai più comode per! È 
calcoli : 


i 


Wir 2m=eM 
il che risulta dalla similitudine dei triangoli (fig. 446). 
CTN , CMP, MTQ e NQS , MNP. 
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\Archimede dimostrò pure che il problem 
are la superficie di un triangolo rettang 
lettivamente uguali al perimetro e al rag 


fiderato; il semi-rapporto di tali due linee è m 
Il 7 dei matematici europei. — Moltissimi sono i matematici 


uropei che si occuparono del calcolo di ©, da Leonardo Fibo- 
acci da Pisa (XIII secolo) che trovò il valore : 


a si riduceva @ tro- 
olo avente i lati ri- 
gio del circolo con- 


fino allo Shanks che nel 1873 diede il valore di 7 CON 707 cifre 
data da Machin nel 1706 e 


pesi facendo uso della formola 
che gli aveva servito e calcolarlo con 100 cifre decimali : 


1 1 
11 _ tang 9 


LI 
3 El tang 
‘sa 7 pratico. — Come semplice curiosità indicherò ancora 
questo modo pratico di determinare T. Abbiasi un rotolo di 
rlastampa dei giornali; sia r il SUO 
giri 0 spire. 


[carta come quelli usati pe 

lraggio, lla lunghezza del foglio ed n il numero dei 
: r 

pressa da ;' epp 

estata del cilindro di garta, che 

on Tr d'onde | egua- 


La grossezza del foglio sarà es erò ! 1 nic 
pres la superficie della t 
altronde può anche esprimersi © 
glianza: 
r A 
tr = dalla quale deducesl = 


La mnemonic® del x. 

a nostra ad una aP- 
nsiste nel comporre 
e delle singole pa- 


meglio dell 


plicazione mnemonica interessante che co 
ali il numero delle letter 
mero che si voglia 


frasi o versi nei qu 

role corrisponda @ quelli delle cifre d’un nu 

ritenere & memoria Così con vartifizio dei versi seguenti sarà 

facile risordare imali; ciò darà chi 
ignora il un concetto alti moria di chi 
scriverà tali cifre senza pronunciare i versi, come se gli fluis- 


La lingua francese Si presta 


% 
È 


so 0 
sero semplicemente all 


non sono di Rostand..... 


& penna per via naturale. Certo i 
»--» MA è il caso di dire che qui il fini 
giustifica i mezzi: 


Que j aime è faire apprendre un nombre utile aux sageeii 
3 1 4 L-& } 


5 dg ii iÌi 


Immortel Archiméde, sublime ingénieur, 
8 9 7 9 
Qui de ton jugement 


peut sonder la valeur? 
pr è 8 4 6 2 6 


Pour moi ton problème eut de pareils avantages -» » » . 
4 w è 8 8_2 7 9 
ossia ; 


T = 8,14159 26535 89793 23846 = 26433 83279...» 


Costruzioni approssimate. 


Stabilita l’impossibilita di risolvere il problema, gen 
esaminare alcune delle costruzioni geometriche che danno R 
esso una soluzione approssimata, più o meno semplice 4 
adatta agli usi pratici, pie $ 

Queste costruzioni sì possono distinguere in due catego! È 
quelle nelle quali si ottiene una rettificazione della circon | 
ferenza, e quell 


€ nelle quali si trova il lato del quadrato chè i 
equivale Opprossimativamente al circolo. è 


Rettificazione della circonferenza. 


I. — Il x dalle piramidi d’Egitto. Si ha l’equazione: 


cos 38° 10’ 461 — tang 38° 10 461 — VE = 


+ T = 0,7854 
La tangente e il coseno di 380 


n 


10’ 46’ differiscono di 
semplice per 
mente uguale al 


per tentativi una retta a 


Pprossimativa 
drante di circonferenza. 
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nitro 0 conduciamo il diametro A0B; in B 
e per A uNa retta AMN; essendo M 
N sulla tangente, tale che AM = BN; 
ntativo. AM è uguale al quarto 


4 x 
: ie 1 raggio. 
zione di 7000 de gg 
midi regolari. 


pe 

In un cerchio di ce 
bnduciamo la tangente 
Milla circonferenza ed 
fifhe si ottiene con qualche te 
della circonferenza, coll’ approssima 
Me piramidi di Gizeh, a base quadrata, sono pira 
Secondo Erodoto, in quella di Cheope (la più alta, di 145 metri) 
lirea d'una faccia è uguale al quadrato dell’altezza. È facile 
falcolare che ciascuna faccia fa coll’altezza un angolo di 38° 
0 16"; infatti designando con n tale angolo, si ha come con- 


Seguenza dell’enunciato di Erodoto : 


te cos m = tang n 

Îisi conclude ancora da ciò che il perimetro della base diviso 
ler l’altezza è uguale, assai prossimamente, & 2 7. Ciò sembra 
Ronfermare l'opinione singolare emessa recentemente che tale 
Piramide sia stata innalzata per trasmettere alla posterità il 
Tapporto della circonferenze al raggio. i 
Cheope era anteriore ad Abramo (— li Egiziani Cono” 
Rcevano dunque già 27 co i almeno 
A Piricamente, ammesso che real 

li Erodoto l’interpretazione di cui sopra, Î 
izzardato. 


i 


Il. — Costruzione di de A 
nita in A si prendono ® tire da «Fa 
i I ; 
= TE r CD 5 r 


ABS20 


saio "BOO Se 


Si fa AE= OC è da FK si conduce la parallela ad OD finoa 
segare in / la tangente in A. Si ha: 


AF=2x< 3,1415919 


che differisce da 7 solamente per 0,0000007 (1). 

HI. — Costruzione di Koskanski. Alle estremità d'un fe 
metro MN, si innalzano, nello stesso senso, due perpendicolari; 
sull’una si porta MA uguale ad un terzo del lato del triangolo. 
equilatero iscritto, e sull’altra si porta tre volte il raggioin MÈ 


La congiungente AB corrisponde alla semi-circonferenza co | 
l’approssimazione di 0,00005931 poiché con r =1 si ha: 


AB = 3,14153334 


IV. — Costruzione di Longhamps. Bretschneider d'Eetg 
stadt osservò che l’espressione: 


7 13V46 
ot" 
decimali esatti e indico una costruziont. 
> assai semplice, Considerando la sola parte: 


rappresenta x con 9 
ad essa relativa 


si ha x con5 decimali asatti soltanto, approssimazione La 
sufficiente. Osservando poi che 146 = 11° + 5' si è cond 
costruire una linea tale che : 


Lr ALOE 
vw 


per la quale ecco la soluzione proposta dal Longchamps. 
TESTA RATIO 


(1) Per brevità, lasciamo al Lettore i calcoli relativi & queste solnsigii Ml 
prossimate. Giova poi notare che non avendo queste costruzioni se non - 
ragione pratica di sussistere, sarà tutt'al più da prendersi in i 
quella che possa în pratica dare effettivamente 1’ 


&Pprossimazione del risultato, Questa 
praticamente riuscire maggiore con una costruzione teoricamerte 
prossimata, ma graficamente più felice, 
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ul prolungamento del diametro si portano da A ad F tre 
ltimi del diametro, e uno da A in €. Si conduce il raggio 


{ perpendicolare ad AB, indi le tangenti in B ed M che si 


Fig. 448. 


con raggio EC si 
Condotta la 
aral- 


come centro, 


sla tangente in B. 
a che a tracciare la P 


fegano in E. Da questo punto 
lescive un arco che segna in 
| D perpendicolare ad AB non rest 
ela da S alla BDe si avrà: 


= 104 


la semi-circonferenza di 


. Abbiasi 
D=AG=V 2 


A 4 fig. 449). si porti A 


* 
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€ sì conduca DG fino ad incontrare in # la semi-circonferenza@@ 


di centro De di raggio DA-=\ 2. Sì avrà approssima 
mente 


corda AH = arco AG 


e così per qualsiasi arco AM considerato sulla semi-circonfe 
renza CA si avrà sulla semi-circonferenza DA una corda dl 
sensibilmente uguale al suo sviluppo. Ecco l’indicazione dei 

sultati che si ottengono con varii archi e le relative differenze! 
in più o meno rispetto alle vere lunghezze dei medesimi: 


18 


Arco | Lunghezza Î Corda 


in gradi | dell’arco ' approssimata Differenza 
300 0,5235987 | 0,523525 | — 0,0000783 
45° | 0,7853981 | 0,7853332 | — 0,0000688 
600 1,0471975 | 1,046936 i — 0,0002641 
me | 1,2566370 1,2564928 | — 0,00044 
77037! 8,4| 4,3547062 | 1,3547062 | nulla 
80°=| 4,396269% | 1,3963489" | + 0,0000855 
900 1,5707968 | 4,5713898 + 0,0005936 


Per tutta la circonferenza si ha una differenza iti più di‘ 


0,0023745420 


La differenza è dunque nulla per un arco di 77° 377 8% 4 chi; 
si può ottenere mediante la costruzione seguente (fig. 450). 


Sia la semi-circonferenza di centro C e di raggio CA=4 
Portiamo: 


AD=AG= Va 


e descrivi&mo le semi-circonferenze di centro D e raggio Dan 
e di diametro DA. Innalziamo da Cla perpendicolare ces 
AD e conduciamo DV. Avremo i punti B ed E tali che la CONS 
AE sarà uguale all’arco AB di 77° 37/ 81, 4. 

Si può ugualmente ottenere il punto V innalzando l@ 
pendicolare da D a DA ed unendo il punto S con Aj 
alzando la perpendicolare da R a DA e unendo Péeon 


= "br 


Nota 1. — Nella fig. 450 si può inoltre osservare che CE è 
ficon la differenza in meno di 0,0074) il valore del raggio della 
Usfera equivalente al cubo il cui lato è uguale ad AC. 


Nota II. — In detta figura si 
Ì ha pure DM uguale al lato del 

cubo doppio di quello avente 

AC per lato, con la differenz® 
Î in meno di 0,00064 (V. Duplica- 
i zione del cubo). 


VI.-- Costruzione di Terquem-: 
della © 

costruzione di 

n. Ill pag. 508). Condo 

gente all’estremo de 

AB, si conduce il ra 

perpendicolare ad. 

sì porta in E il rag 

duce 0ED, poi PES 

il raggio OA = 
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VI. — Costruzione di Gergonne. Dato un triangolo isoscelì @ 
ABO rettangolo in B, se si prende 00'= QA e sia A' fl punto 
di mezzo di AO ; si prende O' O"= Q'A' e sia A" il punto di f 


| A 

| re 

ty 
ki 


i 

| \ 
Ru 

4 


i 


Fig. 452. 


mezzo di A'O”; si prende O”0"=QO"A!", ecc. le lunghez 
00', 0'O, NOn. + +. . tenderanno verso quella del raggio 
del circolo la cui circonferenza è uguale ad AB. 


2 è 
Vul. — Costruzione di D’Ocagne. Sia AM=- AB; cori 


duciamo il raggio O M che segna in L l'arco di circolo AR 
La corda AL risulterà approssimativamente uguale ai due + 
terzi dell'arco A8. L’errore relativo è inferiore a 0,008 fino | 
verso i 40° e non arriva a 0,001 che verso 70°, e per 90° non è 
ancora che di 0,005. 


P 


o) Fig. 453. 


nei 


Se si conduce da Bia parallela BP ad ML, Pesol i 
punto d’intersezione dalla BP con la AL, si ha AP I 


ossia, col grado d’ approssimazione suindicato, AP = 8F00 4h 


Naturalmente la costruzione si presta a portare sulla circo” 


ferenza un arco di lunghezza determinata, eseguendola 


senso diverso. 
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Sia O il centr 
ntino gli archi da 
AM. Sia Pun pun 


o di una circonfe- 
un suo punto 


IX. — Col compasso (1). 
Tirenza (Ag. 454) sulla quale si co 
QUA e positivamente nel senso 


| della circonferenza. Supponiamo l'arco A 
diciamo poi Q il si 


funo dei due primi quadranti ; immetrico di 


pa Fig. 454. 
f Prispetto al diametro 0A. Costruiamo i punti B,C,D,E tali 
l che sia AB= BC=DE=04; determiniamo poi i x ne 
È das delle circonferenze A (A©) © D (AC). Dal tr riangolo 
f siha: 
su OX 


+ ‘Acea OP 
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Ora, posto 0A =1, arco AP=% (in gradi) PX=b,si ha. 


AX=V3 OX=V? Pd=? sha 


e l’ultima formola si scrive : 
v=3-2V e 0 (i) - 


Essa vale, qualunque sia P nei primi due quadranti, e cam- 
biando il segno — in + vale anche negli altri due. Inoltre è 
può sempre considerarsi come una corda del cerchio dato, 
salvo per posizioni di P nel 3° e 4° quadrante alle quali cor- 
risponda PX>2. 

Supposto «< 180° (onde d<2), possiamo dare alla (4) una 


nuova forma. Chiamando 8 l’arco del cerchio 0 (0A) di cui Ù 
è la corda, si ha: i 


B 
b= 2 sen fa 
e quindi: 
b_n B_1—-C088 (2) 
7 © Sen ‘x 9 
d’altronde dalla (4) abbiamo: 
lia 3 4 3 Ò (3) 
SS A Sa a cos 45 
n i V 9 sena n sen 


Dal confronto delle (®) e (3) si deduce: 


cos g=2sen«cos 45° — + = sen (x + 45°) + (sena — 450) — gen 30* 
che si può anche scrivere : 
cos f = cos (45°— «)— sen (45° — x) — sen 30° (8) 


Questa formola serve per la sol 
rettificazione della circonferenza e 
(V. al $ Duplicazione del cubo). 3 
Se O (OA) è la circonferenza da rettificare, si descriva la 
‘BX) e si chiami R il punto d’incontro con la 0(0A) situati 


uzione approssimata dell@ | 
della duplicazione del 


B 
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Nell'arco BCD. Se ‘nell’ equazione (4%) SÌ fa «= BC = 60°, si ha 


der 8 il valore 8 = 43°33' ae: ora # è l’arco la cui corda è 


di 


NBX ossia BR; ne viene che l'arco ABR sarà di 103° 33’ 


296 
2005 * 
"Il doppio del seno della sua metà ci dà la lunghezza della 
ssua corda; ora abbiamo: 


È arco ABR i AR 

i <— 

fed il seno di quest’arco è 0,7855998 ; dunque la corda AK se ca 
misurata da 1,5711996 che differisce dalla quarta parte de 
{circonferenza per circa 0,0004 in più. 


fi X-- Costruzione dell’ Autore. Questa mia costruzione cor 
sponde al valore: 


V51 — 4= 3,14142842850 


L , È - i, 
|e differisce da x per 0,0001642250 in meno, il che fonia sine 
{tebbe ad un errore di circa un millimetro (Da. 0,000985535; 
una circonferenza di tre metri di raggio. 


ro volte 
Si porta AF (lato del quadrato iscritto) altre quatt 


da F in B cosicchè AB= pres» S cpo=V5— 4 
allora CB=V51 e facendo BD= 4 risu 


iangolo equi- 
diverse. Sia AB il lato del tr 
xt, — Costi De ircolo di centro O, è C il suo punto 


latero (fig. 456) iscritto E° 0 porto da C verso O il segmento 
di mezzo. Sul da ia. 


È 
si 
Sh 
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CD = 2 AB. Congiungo D con B e su questa rétta porto il seg- 
mento DE = 2 (essendo il raggio = 1). Avrò: 


D 


Fig. 457. 


XII. — La somma V 2 +V 3= 2,146264369 differisce da # PAù 
0,004671716 in eccesso. La costruzione più semplice per 0 ole 
tale somma è quella indicata nella fig. 457. Il punto D sì ‘ È 
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o B e di raggio 


Tiene segando la AC con un arco di centr 


uguale ad ACossia & v 3 per r=1. Risulta CD 
dunque uguale alla semi-circonferenza ACB. 

È L'approssimazione non è grande, ma la costruzione è molto 
pueemplice e quindi meno soggetta ad errore. 

3 Xu — Sia ACB (fig. 458) un arco di circ 
gpenicirconferenza. Conduciamo la tangente AX, dallo stesso 
gjeto dell'arco ACB; tracciamo poi la bisettrice AB: dell’angolo 
MBAX, la bisettrice AB. dell’ angolo B, AX, la bisettrice AB: 


olo minore ad’ una 


B 


È (0) 
 dell’angolo B Iziamo in B SU 
8g , AX, eco. Innalz su AB, una perpendi- 


f dicolare, che incontra AB; in Bi; ID 21 
i a su AB: una P 


o 2 Fig. 458. 


f colare che incontra AB: in Ba; I B 
f lere che incontra ABs in B,, ecc. Le rette AB A 1» con 
d AB}... .- tendono vers® un limite uguale all’ arco 

(0 essendo il 


l triangoli 0AB , OAR: » 94 A 
centro), hanno per limit parea d 
strazione risulta dalle U x 
Ra se Li << 008 je pe 
sen 2 = 2* com =$= 908 4° 8 2” 2” 
ce. 
a=lim. ae 


cos 3 4 
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La rettificazione è assai approssimata. Quando si prende: 


na 


si trova 7 = 3,1415927. 


XIV. -- Il perimetro del triangolo rettangolo che ha per 
i 6 i 
cateti i S ei. del diametro è uguale a 6,283281678 » - - - Cor 


risponde dunque alla circonferenza con una differenza in più 
di 0,000096266. 


XV. — Aggiungendo al triplo del raggio il decimo del la! 
del quadrato iscritto si trova: 


n; 
V2 


di a 248 > «iala 
3+ 10 = 3,14142135 


Lato del quadrato equivalente al circolo. i 

I. — Costruzioni di Sonnet. Premettiamo che il lato ei 
quadrato equivalente al circolo, calcolato in base al ic 
di x è 1,7724538. .... Indicheremo nelle varie contre i 
prossimazione che si consegue. Tracciata la tangente in 4;0} 


che 
fatto OP — L (essendo r = 1) ed AR=4, si conduce RM 

6 ; ai 
sega la circonferenza in N; la corda AN sarà app ; 


i ossia 
tivamente il lato del quadreto equivalente al circolo 
AN =417724502. 


Fig. 459. 


Il. — Se si descrive un cerchio con raggio = è del rage! 


del circolo dato, il quadrato in esso iscritto avrà per lato: 


È Va = 1,7677669 
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re Costruzione di Willich. Sia la corda MN uguale al 


raggio (fig. 460) e C il suo punto me 
l'arco MN; portiamo sulla 
birconferenza, da D in E, 
fiue volte il raggio. Trac- 
{ciamo poi la corda EC F 
the sarà il lato cercato. Si 
trova: 


dio; D il punto medio del- 


EF = 1,77198 


M SER ee 
DX Fig. 461 
18. . 
Fig. 460. a 

1 il lato del- 
mu = Costruzione di Périgal. pe ue e ‘e rpendicolare 
Mi vesagono iscritto, è PRANMSETO a gl lato del quadrato 
Da M come centro e con Tag8'% e da Fcome centro si de- 


ametro PA: © cercato, ossia 


iscritto si i il di : 
o si sega in Fi amento 5 Pè quello 


scrive l'arco MSN.Il 8 ; 
SP = 1,77468. fig. 462) un diame ro 
V. — Costruzione di Postula. Sia sa sei parti uguali; G 


’ : o = 
d'un circolo. Dividiamo pes a partire da C: 


essendo il primo punto di 
i 
io uguale 
o come centro, con raggi 
Br rivone do detto Pa che segherà in F la tangente con- 
a 2:AB, una © i DI 


sar di 
er) 


ser 
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dotta in B. La retta AF incontra la rirconferenza in un punto 
D; conduciamo la corda BD; essa sarà il lato d’un quadrato. 
sensibilmente uguale al circolo. Infatti B D°= 3,141579-.... 


F 


Fig. 462. A 


, 509) 
VI. — Costruzione Péraua. Si porta AH (fig. 449 a pag 
ci 


Si av 


Te quindi > 
la vera lunghezza dell’arco AG sarebbe uguale a - 
si avrebbe: 


AT=Vx=1,7724538 
mentre risulta nel nostro caso A 7 = 1,7727886 con differenza 
in più di 0,0003348. 
VII. — Sia MN un quar 
Sia S il punto medio (fi 
a risulterà: 


to della circonferenza e NP uN pro È 
8. 463) della corda NP, Conduciamo 

MA =1,77198.... r 
con differenza in meno di 0,00047. 


Qi x 

le è la rettificazione approssimata del quadrante A Ì 

da Q come centro e con lo stesso raggio AH si sega Q fosse È 
rà AT media proporzione fra AC e 2 AQ. Se A i 


— i —- 
Vill. — Sia il circolo dato (fig. 464) di diametro AB. Fac- 
unto medio del 


MA 


a 3 3 
jamo OM = = r ed ON = > r. Sia R il P 
aggio OB. Sopra MR ed AN come diametri descriviamo da 


un lato e dall'altro di AB le semi-circonferenz® MSR AGN 
che segano in G Sil dinero perpendicolare ad AB. Il seg- È 
è | to, ossia GS=1,77246. 
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Raggio del circolo equivalente al quadrato. 


Sia ABCD (fig. 465) il quadrato dato di lato 2; E, F,G,lfi 
punti di mezzo dei suoi lati ed X il centro. 


B F ‘È 


try 
| 


M L 
Costruiamo un rettangolo KLOP (fig. 466) coi lati EF e 2 BF 


e siano M, Ni punti di mezzo dei suoi lati OL, PE. Con 
centro O e raggio OL seghiamo PK in R. Con R come centro@ | 
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n faggio RL seghiamo in S la MK. Con centro N porro 
ghiamo in 7 il prolungamento di LK e facciamo "a pò 
rolungata ora, nella fig. 465 la DA, portiamo su di ess E 
a Hin Ye conduciamo la XY che seghera AB in >. AvVre 9 
n XJ il raggio del circolo che è assai prossimamente equiva 
ente al quadrato ABCD. Infatti si ha: 

3 0,7853988125 + - 


au 


entre dovrebbe aversi: 
1 n= 0,7853984634 - 


4 0,0000006494. 


À sz . PERI . . LI di 
il’errore è inferiore ad un milionesimo, cioe 


LA DUPLICAZIONE DEL CUBO 


Le leggende e il problema. 


Una fiera epidemia avendo imperversato in Atene, quegli abi 
tanti ricorsero all’ Oracolo di Delfo per sapere fino a quando 
il flagello li avrebbe messi a sì dura prova. 

La risposta non poteva evidentemente essere nè molto sem» | 
plice né molto esplicita, e fu questa: « Raddoppiate l’ara di 
Apollo se volete placare le îre divine ». Quest’ ara era cubics, 
e la cosa PArve dapprima assai semplice e probabilmente Sì | 
credette avere soddisfatta la richiesta aella divinità collocando 
accanto all’ara un’altra ara uguale, oppure raddoppiando il 


lato della prima, Secondo le tre dimensioni il che portava il ff 


volume all’ ottuplo anzichè al doppio. Comunque sia la divinità df 


corrucciata raddoppiò l'intensità della pestilenza e ad se A 
nuova delegazione degli abitanti dichiarò in modo più esplicito + È 
che voleva un altare doppio, in volume, del primitivo, La 0088 + 


messa in tali termini, non presentandosi più così liscia, gli 


Abbiamo sulla duplicazione del cubo, anche una leggenda | 
araba che mette la pestilenza tra i figli d’Israello anzichè ff@ | 
&li Ateniesi, fa pronunciare da Dio anzichè dall’ Oracolo ine 3 
giunzione della duplicazione dell’ altare, e fa dire a Platone 
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avete trascurato la scienza della 
poichè essa è la scienza per ec- 
a un problema 
». E fa seguire 


Soonsultato dal popolo: « Voi 
{Geometria e Dio vi ha punito 
Ngellenza ; la duplicazione del cubo dipende d 
| difficile di Geometria che consiste sin questo..... 
le soluzione di Apollonio (vedi pag. 533). 
f ora le leggende, più o meno attendibili, e 0CCU- 
fn quanto del problema. Sia 1 la lunghezza del lato 
ffîel cubo dato. L'equazione della duplicazione sarà 0 = 2 1 
Yi 
er V 2 


Ripa poichè se non lo fosse si avrebbe P 

fidi terzo Ripa dovendo necessariamente un’ equazione 
Bora, il grado di riducibile avere un fattore razionale lineare. 
SERA son può : quell equazione non è della forma gm, dunque 
Miimpasso a con radici quadrate, epperò con riga © 

Uno dei po fo puo eseguire la costruzione geometrica. 

Udi eiivere i, forse il primo, geometra che si si 
f che non ne prosa problema è Ippocrate di Chio (circa 1420 A.C.) 
Mis quistion iede veramente una soluzione grafica, mA 
Mirto se na alla ricerca di due medie proporzionali fra un 
l tali Di CASSA A il segmento doppio, 2a. Siano infatti x edy 
È e medie proporzionali, avremo; 


: a 
fi da cui: ro er 
ey=20 x3 = AY 


f dalla prima si ricava Y = ze e sostituendo 
nella seconda si ha: 
g=20 


a 
ce =a 20 ossia 
DL 


ma sotto la quale venne 


Ed è questa la for 
olo mesolabio. 


problema chiamand 


soluzioni ON coniche. 
I. — Consideriamo pespressione che corrispon 
delle due medie prop® ondo la manier 
Ippocrate di Chio per 

è |) 


pini 


questo valore 


di poi studiato il 


de alla ricerca 
a ideata da 


rzionali sec Ì 
il problema (vedi sopra), cioé : 


è Lon 
Y 


sn 
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Da essa si ricavano le equazioni : 


e? = ay LE | 
y =2aa | 
xy =2a? (ID 


La (I) è quella d’una 
delle y e il cui vertic 
La (II) è quella d’ 


parabola (fig. 467) il cui asse è quello 
e corrisponde all’origine delle coordinate. 
un’altra parabola che ha pure il vertice 
nell’origine O, ma il cui asse è quello delle @, SE 
La (Ill) infine è quella d’un’iperbola equilatera i cui assintoti 
sono gli assi O@ , Oy. 


L’intersezione M di due qualunque di tali coniche risolve 
dunque il problema, cioè si ha : 
MC =20E° 


È me 
Ma si può ancora osservare che sommando membro a me! 
bro, due a due, ] 


€ equazioni (I) (II) e (III) si ottengono queste 
altre : 


essendo OE=a 


(1) + (I) 
(1) + (111) 
(ID + (II) 


+ y°= ay +2aa av 
+ @y=ay+2a? vi 
Y+ay=2ax +20 Mi 


La (IV) é l’equazione d’ 


b) ri- 
un circolo (fig. 467) che passa per l’0 
gine e il cui centro ha p 


er coordinate : 


wa «E 
MR r 
La (V) è l'equazione da’ ùn’iperbola i cui sssintoti hanno pe 
equazioni : 


y=a 


o=—-(a+y) 
La (VI) è } equazione d’ un’ iperbola i cui assintoti sono dati 
dalle equazioni : 


=2a Y=-(0+2a) 
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S&ruzioni diverse. Fra queste, 
Bione delle due parabole (I) e (II) e que 


Menecme nel 340 A. C. 


È 


É 


f 
FA 


id | 


Quella data dall’ intersezione del 
(1) fu indicata da es 
zione nell’iperbola 


de Saint Vincent N 


fio del circolo 


le soluzioni date dal 


Bione dell’iperbola (IID con la parabola (1) 


e l’altra dipendent 


lu interse- 


lle date dalla interse- 
furono indicate da 


colo (IV) con ‘la parabola 
e dall’interse- 


(iv) venne data da Gregoire 


cir 


— a 


HI. — Come si è veduto Ippocrate di Chio ridusse il problemi 
della duplicazione del cubo alla ricerca di due medie pròpor 
zionali fra due quantità a e 2 a, Ora la soluzione si può fare 
ugualmente dipendere dalla ricerca di due medie proporzio- 


nali tra a ed a V 2; infatti si ha: 


a a y 
"geo = a, 
y aV 2 
da cui: 
2 
xe = ay ed e == LL 
av 2 
e quindi: 
y*=2a? 


Quanto si è detto riguardo alle sei coniche che risotto a 
siderate a due a due, il problema, puo dunque ripetersi pe 


; i ” î be 
altre sei coniche dello stesso genere le cui equazioni sare 
bero: 


e*= ay (4) parabola 
y'=aaV 2 (2) parabola 
ey=atV2 (8) iperbola equilat. 
a+y=ay+aaxv 2 (4) circolo 
+ ay=ay+aV/?2 (5) iperbola 
Y+ay=aaV2 + a?îVv2 (6) iperbola 


Di queste coniche la prima parabola (4) è quella Liegirene 
derata nell’altro caso (1). Le coordinate del centro del 
BONO: 


aV 2 a 
e = TE v= 7 


til. — Soluzione di Longchamps. Consideriamo Una Pg È 
rabola P riferita si suoi assi principali e sia A una.ci 


Penuza passante per O e segante Ox in un punto M 
OM = ? p, essendo 2 p il parametro di PR 
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Sia A uno dei punti comuni a P e a 3; l'equazione di OA 


essendo : 
y-ma®= 0 


quella di A sarà della forma: 


(1+m?) y? —2pa)-(y- mo) 4 +4mao+n)=0 


y | Pi 3 


pr 
Meg 


Scrivendo che questa equazione è verificata per: î 
î e =2P y=0 ie 
Sì ha 4 si 

Sit i 

n= n È 

È 


e finalmente l’equazione di A è: 
2Py- =0 
PE” da erro 2pa 


ova che A S® 


ga 04 in un punto B tale 


Facendo 9=0 sÎ &P 
che: 
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indicando con & l’angolo AO&, si ha m= tg x, Innalziamo | 
in M una perpendicolare ad Oa ; in O una perpendicolare ai 
VA ; queste rette sj segano in C ed abbiamo: 


CM=2p cotga 


Le relazioni (1) e (2) danno: 


OB - 4pî => CM 


Prendendo: 


oB=-P si ha dunque CM’ =2p° 


Facendo il tracciato indicato in figura, si avrà il punto 4; 
Prima, e poi il 


punto C (*). In generale l’ equazione s=)p 
Sara graficamente risolta prendendo: 


Soluzioni con cubiche. 


[A Le cubiche 
si prestano bene 


lia , 3 

semplici, delle quali si è trattato gs 
per la soluzione del problema della n 

zione del cubo; infatti se nelle equazioni di queste curve: 


ii 
c*= ay? o=aty oy'=a 
si fa rispettivamente : 
yY 
Yy=aV?2 y=2a Vi O) 
Sì trova appunto: 
ce =2 08 d8=2a8 y =t Gt 


(*) Questa soluzione, piuttosto in voluta, 
che l’ordinata 498 del punto 4 è precisam 

Si è poi già veduto (v. Pag. 526) che l’in 
col circolo : 


riesce ben più semplice osservando | 
ente uguale a CM. gas | 
tersezione della parabola y? = 


+98 -ay—2an=0 
ha per ascissa; 


e=aV3 
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Così se nella fig. 296, a pag. 342, facciamo: 


e portiamo OF=aV 2 


AF=A0=40 } i 
Tia O in G, la parallela da G all’ asse Ox segherà la cubica sd 
fin Se sarà: " be 
GS=a\2 i È 
B cioè GS sarà il lato del cubo di volume doppio di quello di È. | 
fiato 0A=a. 3 


È im. se nella fig. 297, a pag. 34, si conduce la retta SV.la 


fi cui equazione è 


y =24a ; «ri 
| ubica peo 
f si ha per ascissa del punto 7, nel quale essa sala-FER Bò; 
fil valore: 

sf de: 
ST=aV 2 si #14 De 
; A ebta fi 
Î nu Eseinfine nella fig. 298, a pag- 344, SI condube co > 
fi RNla cui equazione è : | Er 
È y=2% i Ae ® 
ica risulta : I 
Ì l'ordinata del punto 7 in cui essa sega la cubica Fl | 


Vi 
TV=@aV 4 ° i 
D esse "STA A ribuita 
va pet di Platone. Questa pae ton nia 
a Platone, è basata sul procedimento delle to] triangoli ret-o 
nali di Ippocrate (vedi pag. 525). baia va 
5 tangoli ABC à BCD che hanno il nenti A 
teto BC comune (fig. 469) le già 
perpendicolari e i cateti AB » P 
ralleli. Essi ci danno: 
OD. - ‘AG 
cc” 08 a 
nque I - 
Il problema sarebbe Si triangoli 
se si potessero COStruir Ro 
in modo da ottenere RE o 
la soluzione protisi enna 
strumento che per "a 
la figura soddisfacente È 


richieste. 


Nella fig. 470 ho % indi 
Sere mr hc voluto indicare il procedimento che si po- 
&Ulre per riprodurre la costruzione di Platone 


m 


Z 
/ 


fio 


S | 
[be Ì 


i 
| 
il 
I 
| 
| 
i 
i 
| 
{/ 


ga 4 
LI 
È 
b È Ep. | 
a d } A 
a (A 
j \ | x 
» "2 \ 5; 
— e s 
| 1 È 
| | (22) 
| LI 
| } 
al 


Descriviamo il circol 


O di diametro AD e conduciamo ad ess0 


le tangenti m.ni 
’ nAe D. Uni 
della cir ; amo un punto qualunque 
irconferenza con A e D constungialii n unti Bel 
P i 
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nduciamo 


nei quali la A7 e la D7 segano le tangenti m, n. Co 
gherà in 


poi la bisettrice dell’ angolo B7C, cioè la RT, che se 
M la BC. Essendochè ‘in un triangolo la bisettrice d'un angolo 
divide il lato opposto in segmenti proporzionali ai lati adia— 3 
centi dell'angolo, il punto M dovrà cadere sulla perpendico- î 


lare X ad AD condotta per S tale che: 


AS= > AD sE 


quando si abbia C7 = 2 BT come sopra si è veduto. 
eteri dunque costruire il luogo di M, e la sua intersezione i 
con la retta & darà la soluzione del problema. Infatti ba- E 
E° condurre la RP che determinerà 7, e poi A71 © DT, che 
— ine punti B, e C, tali, che nella figura B D A Ci 7 200 
avra: 
CE=2BE eppero DT=2B,T: 
L'equazione della cubica luogo di M riferita al suo asse OG hp 7 
e al suo assintoto Oy è: ì 


a°— 60° + 9730 +3 og? — Ary® — &F= 0 


uesto famoso geometra aveva 


V.— Soluzione di Apollonio. Q 
uale meccanicamente 


costrutto un apparecchio mediante il q 
sì poteva tracciare la curva che risolve il problema che si ri- 
ferisce a questa costruzione, basata sempre sulla considera- 
zione delle due medie proporzionali di Ippocrate. 

Si costruisca (fig. 474) un rettangolo OADB coi lati: 

OA=A oOB=20 Ò 

Dal punto medio C della sua diagonale si descriva un circolo I 
tale che i due punti M » N nei quali il circolo sega i lati ; 
adiacenti OA , OB del rettangolo siano in linea retta col ver- 
tice D del rettangolo; si avrà allora : sl 


OA BN AM 


- BN AM SE BB 
centro C (punto medio della diagonale AB 
nque; esso sega la OB in due 
D determinano sulla circon- 


Descriviamo dal © 
del rettangolo) un circolo qualu 
uo 


punti P48 i li congiunti con 
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ferenza i punti S;i Î 

ì 1 punti R ed S;{l luogo di questi punti, quando si ft. 
sr ‘ “&g10 del circolo è una cubica la cui equazione ri 
erita ad 0A , 0B come Assi delle @ e delle y è: 


variare i 


2aya — 2ay?+6a'y—5a!=0 


i Fig. 471. 


dosi sega l’asse 0a in M punto cercate. Una curva analostt 
Sie avrebbe determinato il punto N sull’asse Oy si sa 
ottenuta considerando le int toni a 
k ersezioni i cir i col 
> sreciezinii dei circoli variabili 3 


cos 
5395 — 


azione. — Si è già veduto che si può sostituire 2 @ con 


1 qual caso risulterebbe: » 


"| 
i AM=aV\ 2 
con una curva dello stesso genere. 
gVI. — Soluzione di Diocle. — Sia un triangolo ABC rettan- 
golo in A (fig. 472) i cui cateti siano: 
È AB=2A AC=4@ 


centro il circolo 


ai come 


E retta condotta dall’ 
3 da avere uguali i seg 
AC eil prolungame 


Si descrive d 
menti D 


gamento del cateto 


I 


di raggio AB. La 
1 diametro BAO in modo 
, DS intercetti fra il prolun- 
nto dell’ipotenusa da 
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un lato, e la circonferenza dall’altro, risolverebbe il problema | 
Poichè è facile dimostrare che si avrebbe: 3 


AD' = 4A C° 
ossia A D ugua 


le alla seconda delle due medie proporzionali 
di Ippocrate - 


Las È 0 yY =408 
XL y 2a is 
Diocle osservò che, conducendo la tangente al circolo in B | 
si ha OM= SN quando DM = DS e immaginò quindi la co- | 
struzione della cissoide che porta il suo nome, la cui interse- pd 
zione con l’ipotenusa BC risolve il problema, poichè determina T 

che deve dare il punto D cercato. 
iocle può essere costrutta per punti senza 
> Ma solo della riga e della squadra come 
si è detto in altra parte (vedi pag. 353). 

Tutte le Cubiche Spie; alla soluzione del problema ar 
duplicazione del Cubo. Ne indicherò alcune tra quelle che 
risolvono con minore complicazione. i retta 

VI. — Soluzione di Newton. Sia O M un segmento dir Ri 
dato ed A il suo Punto di mezzo (fig. 473). Descrivasi il n» Ì 
colo di centro O e di raggio OA. Si porti da Ain Cuna 


Fig. 473. 


segmento dato e sì u 
O una retta tale 


; I il segmento PQ= QA, Si avi i 
Allora ; i 


o le due medie propor- 


ìisegmenti 0Q , CP rappresenterann 
he il segmento dato AC 


ionali fra AC ed OM; basterà quindi e 

a uguale ad OA, ossia: 

O0M=2 AC perchè si abbia 0Q= AC NEI ‘20 

a risposta a Kinner (1) È 

seguente procedi- fs 

fra due rette date: i 
Mir 


5°, - Soluzione di Huygens. Nella su 
Sap 1653, Huygens fa conoscere il 
o per trovare due medie proporzionali 


date come diametro 


e delle d 
cer: ail centro ; trac la corda 


1 punto 


ciamo P® ; 
oni con le 


De condu È 
intersezi 


lelogramma A cB 
che, se G, H, L SO 
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e coll’arco BC, si abbia HD= HG; allora BG e GL saranno le 
due medie Cercate », 

Conduciamo BO Parallela ad AR, essendo R l'estremità dell 
diametro LE, Essendo i triangoli BOH, ARE simili e AE=M 
sì ha pure BH— H O. Per costruzione si ha poi HG=HD; 
dunque OG = BD = CA= RL; se da una parte e dall’altre, | 
Nell’eguaglianza GO= RL si sottrae O L si ottiene GL=0R! 


Ora si ha 
GR - GL=GA. GB 
dunque 
GR GB 
GA--<<GE: 


Poi, essendo simili i triangoli BGO , AGR, si ottiene: 
RG __0G _ RG-0G RC 


GA GB 'GA=GB" an a 
Ne segue che; 


€ siccome OG — AC: 
AC BG GL 


BG TG" 8 


Ciò posto, per tracciare la trasversale ausiliaria cdr 
determinare G. A tale uopo, si può determinare dra 
zione G della retta 4B col luogo che sì ottiene nel m nl 
guente, Su ciascuna retta condotta per E e segante BD a 


ade a (Par=, Po=a PÒA = 1) 


e in coordinate Cartesiane : 


0 = a (084 ya) 
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con raggio uguale 


come centroWdescriviamo, 


(Se dal punto O 
la cubica in N, si avrà: 


nd € È . 
ad a\ 2, un arco di circolo, che sega 


"N 
CC 3 
0C=a*=a # V2 ) ossia gx —=203 


cain Scon un 
S si avrebbe: 


to segando la cubi 
2a; conducendo Q 


ss0 risulta 


Si otterrebbe lo st@ » 
di raggio 


circolo di centro de 


or=aV® | poé 


vel’ordinata di S sarebbe SD =aV 4 
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Risulta infatti nella prima costruzione: 


O0P_OR ca 
OR OC 0PV?2 
dalla quale : 
0c°=20P° 
e nella seconda : 
OP _OT _“® 
OT 0D an 


da cui si deduce : 


OT° = 2 TP 


MX. — Nella fig. 469 (pag. 531) possiamo considerare come e: 4 
le rette ortogonali AC , BD, facendo OD= a e 0A=2a. SI 


Fig. 476. 


erpendicolare con la AF sarà una cubica la cui equazione è, 


hh coordinate polari (polo A): 


COS @ 
SEAT — 


(cos W + 2 sen 0) } 
sen © a 
6A 


in coordinate cartesiane (assi Oa , Oy): ei. 
y+(e-2a)ey-axc*=0 
riferita agli assi OC, OB: 
y+(c+2a)ey-a(c+2af=0 
Bla cui ordinata è : 


Questa cubica sega la OD in un punto 


Se 
y=aV4 “ica 

per modo cl sibi Lt 
che costruendo la figura 0ABCD Sì ottiene: 


06° =20D 


Se invece del luogo del punto M si considera quello del punto 
gp enuto abbassando da X, punto nel quale la AF se&& OD, 
perpendicolare su DG, che è una cubica simile alla prece- 

dente, si ha il punto C, che risolve il problema, dalla sua in- 

tersezione con la OA. L'equazione di quest’altra eubica, rife- - 
ila agli assi OE, OB è: x. 
+4 +0 oy—2ay+ = “e 


Osservazioni : 


a è la curva detta ss 
lla parabola y=20® rispetto "I + 
al punto (0, a); in generale, la pedale d’una parabola rispetto ‘I 
ad un punto della tangent ice è una attrito ka. in 
Epr‘icciare, una cissoide qua nto è il vertice stesso 
ella pa 

i a come: OE » OH determinati og” OA 396 
dalle coppie di parallele uscenti da da sog Aa e. 2a 
Nate dell’ iperbola equilatera ay=20* già CONSI p 
cedenteménte (vedi pasg- 526). 


a a 


|. — La cubica duplicatrice quì considerat 


ndo detto pu 


n 


(1) Da dep 
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at 


3. — La ricerca dei punti d’intersezione C » D (fig. 477) co 
due assi ortogonali può farsi meccanicamente mediante una 
doppia squadra a lati scorrevoli; fissati i punti A e B facendo 
OA =1 e OB=2 si fa passare costantemente il lato AC per 


AE 


k 


| 
7 }, 
CAR di 
LA 
ca Dé 21 


Fig. 477. SK / [e 1 


B 
2 
7 


A 


A spostando gli altri due fino ad ottenere la posizione ACDB 
della doppia squadra. Si può anche sostitulre alle due rig 
AC , BD due squadre che si fanno scorrere appoggiandole 
sulla riga CD. Ù 

XI. — Soluzioni dell’ Autore. Darò ora alcune costruzi 
mie, le quali non hanno però rispetto alle altre indicate alcun 
merito particolare, non essendo che esempii dei tanti modi DI 
quali può esser risolto il problema di Delo. i 


La fig. 469 a pag. 581 che esprime geometricamente la r@ 
zione: i 


a x y 
LC y = 2a 

Sì può comporla anzichè con tre triangoli rettangoli, © 
triangoli simili qualunque: se all’angolo retto si sosti 
l'angolo di 120°, la O D coincide con la 0A € possiamo 
risolvere il problema nel seguente modo (fig. 478). n 
Consideriamo tre assi OC, OD, ON a 120°. Facciamo: 


OA = AB=a 
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una retta { I : 
CD ad angolo di 60° con AC, e da D un’ altra retta 
vremo in CDM un triangolo > 


| 
Se conduciamo 
dueiamo per 4 E qué î , 
per A una retta qualunque AC e dal punto Cc 
OCD , ODN come equiangoli, 


DN 0Ì 
N ad angolo di 60° con CD, a 
gui 


i 

| equilatero. I t 

i ù . Itre triangoli 4 v 

| Mano goll AUG | 

Ì OA )C OD 

i OC ODA È 

i A , ON " 
i tl a 


Fig. 478. 


p=2ail segmento 
o dilato OA Ad. 
alla 02 


e da avere ON 


bo doppi 
abola tangente 


ppando AC fosse tal 
i risulterebbe lato del CU 
uogo geometrico di M è una par 
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e na alla perpendicolare a 0 D. 
NVMA essendo di 120°, se 
di circolo Capace di tale 
On la parabola darà 1 
Osservazioni : 


Osservo ora che l'angolo | 
costruisco su AB come corda, l'arco | 
angolo, l’intersezione R di quest’arco 

& soluzione del problema. 


«) ll luogo geometrico dei centri dei triangoli equilateri 
CDM , C.D, M,, STR+<... è la perpendicolare in O alla 08, 
6) E evidente che il problema rinviene a quest’altro: Dati i 
‘re assi OC, OD, ON a 1900 ed un segmento di circolo ARB 
:apacè dell’ angolo di 120° (A s B essendo punti dell’ asse on 
Costruire il triangolo equilatero i cui vertici giacciono sui duè 


assi OC, OD e sull’ arco ARB, e due lati adiacenti del quale 
passano per A e R, | 
XI. — Consideriamo ancora, come nella figura precedente, A 


re assi BV, BM, BA a 1900 e due segmenti BO=0M=4 
({lg. 479). Da O, onduciamo una retta qualunque 0 2 che segt 
BN in Pe 


l'arco di circolo V (descritto su OM come corda è 
Capace dell’angolo di 120°) in E; da P conduciamo la pQas 
con OPeda E la EO parimente a 60° con 0 P, che Larga 
perciò per mM. I triangolo equilatero P E Q descriverà n se 
vertice variabile Q una Cubica la cui intersezione F con den 
Problema, poichè si avrà allora il triango 
«quilatero LZ VF per il quale si verifica : 


BA risolverà il 


02 DR 
UBT BF 7 BM 


ossia 


UB=0BV2=a\?2 
XE. — La cubica di cui nella soluzione precedente Sl Di 
considerare generata in altra maniera epperò si presta al 
soluzione del problema sotto altro punto di vista. E: 
Abbiasi un triangolo equilatero ABC (fig. 479). Deacett Di 
su di un lato di €ss0, BC, un segmento di circolo capace deri 
l'angolo di 1200, Dal punto M, simmetrico di A rispetto 8 La È 
conduciamo una retta qualunque M7 che segherà in Sil cità 
colo, in D il lato AB del triangolo, e in 7 il lato AG 


I triangoli DSB, SBC , SCT sono equiangoli e si ha quindi? È 


De SB 80 
SS sr 
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ll problema sarebbe dunque risolto se la M S fosse tale da 
Bvere ST=2 DS ossia DS= D7. ll luogo del punto medio R 
îel segmento ST compreso fra la tangente CAT e il circolo, 


È 
i 
DI 
i 
| 
x 
: 
i] 
$ 
È 
Il 
j 


punto F 


i ilatero nel 
segherà perciò il lato AB del triangolo equi 


Per il quale si avrà :. ; > 
ae=FGV? 
ibica di cui nella soluzione precedente. 


di 
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XIV. — Il folio parabolico retto è una cubica unicursale con 
una sola direzione assintotica: è una curva retta ossia sim i 
metrica le cui tangenti al nodo sono ortogonali (fig. 480). 

Essa si ottiene a questo modo. Siano due rette ortogonali 
Or, 0y ed una retta # parallela ad Oy alla distanza OR=?a. 
Conduciamo per O una retta qualunque m che segherà kinA; 
da A la perpendicolare n alla m che segherà in Bla 0g; da 


Fig. 480. 


Bla perpendicolare pal 
Parallela g alla n Che se 
retto é jl 


È , cia 
la n che segherà la È in C, € pf 
gherà la m in D. Il folio DE egli 
luogo del punto D. La sua equazione rifer 
assi Ox , Oy è: 


c=2a(a— yY?) 
Si può osservare che quando fosse RC=a risulterebbe: 
RB= RC\' 3 


Ora, prendendo RM=a e 
alla maniera di ABCD 
nando il luogo geometr 
di tale luogo col folio e 


costruendo dei rettangoli PAS 
» con un vertice fisso in M, @ dela 
ico del quarto vertice Q, l’interseziol 
i dà appunto: 


RS=RMÙ > 


Ata 
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Eagle di Q è una parabola che ha per asse k 
è v Ù { Ra s ‘ ‘ 

db Sasà M. Essa passa per F, punto medio di OR; la sua 
gquazione riferita agli assi O@ , Oy è: 


c-—4ag-ay+30a3=0 


L'altro punto d’i ì 
È tro punto d’intersezione delle due curve appartiene alla 
letta OM ed ha per ascissa: 


do 


à po 
n“ 
.XV.— Abbiansi s i 

XV. - Abbiansi su due assi ortogonali Oa, Oy i punti M ed N 


ali che ( la g i 
OM=2a, ON=a-{fig. 481). Le coppie di parallele 


tondott ) ‘x È 
5 e per M ed N determinano i punti B, 4 sugli assi 


bee / 
Vai a 
4 
SO mM - 


Fig. 481. 


ola equilatera la cui 
ata in figura, avente 


AB è un’ iperb 
O è la lemnise 


0, 0®; l'inviluppo di 
Pedale rispetto al centro 
Per equazione: 

(08 + y9) =? a? Dy 
MBANO fossero retti gli angoli MBA, 
2a e vi corrisponderebbe un punto G 


Quando nella figura 
be parallela ad MBe NA. 


BAN, si avrebbe Gar = 
della lemniscata per il quale OG sareb 


| 
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Consideriamo ora il luogo dei punti F ottenuti conducendì 
da N una retta qualunque, che sega Oa in A; da A una per 
Pendicolare alla NA e da O una parallela alla stessa NA 
L'equazione di questa cubica è- 


aac 
Fi ciel yu? — CS 
+ y y 


€ l’intersezione delle due curve ha per coordinate X ed Y fra 
le quali corre la relazione : 


Pa 8/ 
Vv Sani Vv 2 
Siccome abbiamo dai triangoli OFS s OAN: 
a O co Pra 
“dla S risulta OS=avV? 


Certo non è questo uno dei più semplici modi di risolva i 
Problema della duplicazione del cubo, cioè mediante | sa 
Sezione d’una Cubica con una quartica, mentre abbiamo! 
Possibilità di risolverlo mediante l'intersezione di un circolo 
con una conica o di due coniche tra loro o di una retta col 
una cubica, ecc., come abbiamo veduto. + "colo 

XVI, — Consideriamo un circolo OA di raggio r. Un cire Cc 
qualunque BC di centro 0 segherà in B il diametro 0A eil 
la circonferenza OA ; se descriviamo su 0B come Uro i 
altro circolo, la corda OC lo segherà in un punto M il n. 
luogo è la Curva rappresentata nella fig. 482, la cui equalstà 
riferita al diametro OA del circolo e alla tangente ad es 
Ino, è: 

(a? + yP=4p? 4 


Se ora conduciamo la retta # la cui equazione è: 


essa segherà il luogo di M in un punto M, tale che si avrà: 


O dn 3 = 
OM,° = 2 as 


essendo a il rag 


gio del circolo variati OC pass 
per M,. Variabile 08, quando 


a per la similitudine dei triangoli NOM, ; M; OB; , C1 0A, 
i ha: 


ON _ OM, _ 0G; 
OM; OB; "0A 


essendo OB, —- UG; » Se ne deduce quindi: 


OM =ON-0B=--x2a=ar (1) 0 


) 


373 _ 903 
“a 2a ossia OM, =2a° 


La curva luogo di M è un ovale. La sua equazione in coor- 
Li P g 


dinate polari (polo 0) è: 


e= 2r così ® 
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Soluzioni con curve diverse, 


I. — Col folio doppio retto. Consideriamo la fig. 483. $ 
risultasse : 


d= —- si avrebbe co * dica 


ossia 


lica- 
Per avere dunque la soluzione del problema della por cdl 
zione del cubo basterebbe ottenere l’intersezione del si 
luogo del punto S ottenuto portando su CM il segmento: 


Ca= CA 


HM. — Considerando la fig. 484 si osserva che: 


BM. BC ‘Ro 
#C RO "oa 
Quindi si avrebbe: 
BG° — 2 BM® — 2 (SA) 


quando risultasse: 


EE} 
dol 


Ora, se consideriamo l’angolo retto O BA variabile, come 
Si nella semi-circonferenza di diametro O A, ll luogo di 
Meé "oncoide î : pi È P 
RM è la concoide di tale circonferenza rispetto al punto O con 


n (07 
la costante uguale ad sa raggio del c 


ircolo, che come è noto 
è U ehioecîbla di 5 Fi 4 = ad i 
na chioccivla di Pascal. La sua intersezione col folio doppio 


Î retto risolv i si n 5 
to risolve dunque il problema della duplicazione del cubo. 


CE B 


/ 


Fig. 484. 


cop — Soluzione di Archita. Verso il 400 A. C. Archita diede 
na delle prime soluzioni del problema, che se è molto iN- 


FEENNK x : ù 
gegnosa non è certamente altrettanto semplice» come sì può 


vedere (fig. 485) 

Abbiasi un cilindro la cui proiezione orizzontale è Si P, o, € 
a verticale ASOB. Consideriamo il toro generato dal circolo 
di diametro SO rotante in un piano verticale attorno alla ge- 
neratrice SA del cilindro come asse La superficie di questo 


toro segherà quella del cilindro secondo Una curva della quale 
‘n Ugura è tracciato il tratto OPS. ; pn 
Un cono di rivoluzione di vertice S e dì asse S oa PA: 8 
neratrice formi coll’asse angolo di 60° segherà il cì 3 qua 
condo una curva della quale in figura è tracciata la, par ° ati 
Questa curva sega quella d’ intersezione del A n ta ce; 
in so i i . Ora il ses- 
in quattro punti simmetrici, uno dei quali è din GROSSE i 
mento S, P, sta ad SM raggio del cilindro nel rapporto di: 


8/5 
VS 
For 


1 


bo di volume doppio del cubo di 


Quindi S; Pi è Il lato del CU 
lato S, Mi. 


La dimostrazione data da Archida è puramente geometrica. 
può più brevertnente dare una dimostrazione analitica. La 
quazione di coordinate polari della superficie del toro è: 


=2a sen 8 


rendendo per asse delle x il diametro SO e per asse delle 3 
a generatrice SA del cilindro, e indicando con & il raggio SM Fasi 
el cilindro. L'equazione della superficie cilindrica sarà: 


rsen9=2a cos 7 


è quella della superficie laterale del cono: val 
1 
sen 8 cos 9 = 


Queste tre superfici si segano in un punto tale che: 


1 cs i 
scena Fg da cui si deduce (r sen 0) = 2 a° + 


Dunque il cubo il cui lato è r sen 9 ha volume doppio di È 
quello che ha per lato a. È 


Soluzioni approssimate. 


| ; imate 
Passiamo ora a considerare alcune costruzioni approssim I 


e meccaniche del problema. 
a 


Fig. 486. A 


B D Cc 
i Abbiasi la sem circonferenza di 
ruzione . : 

eli. «fig. 486) si porti sul diametro : 


A 


Ti 


— Bi = 
M l’arco AM = 60, Si avrà: 


res - 
DM=V3-{/3 


= 1,25928012 mentre quello del lato del 
lato AC=1 sarebbe; 


€ si segni in 


il Cui valore è DM 
doppio del cubo di 


1=V2= 1,2599105 


di per DM una differenza in meno di 0,0 
ompasso (1). Sia OA —1 la costola del DI 
vato M, vertice del quadrato iscritto, si de 
nza M (MO) che taglierà l'arco AB in N, 


Si ha quin 
M. — Col ec 
(fig. 487). Tro 
la Circonfere 


«Ri 
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d 300; sostituendolo nella formola (4) in luogo dell’arco 2, si 
a per l'arco #, la cui corda è NX: 
2358 


a = 7892" 


2846 


led in conseguenza: 
A 1179 
NX=° terre : 
1, 2 sen 39° 1 2846 1,2592800 
enza è dunque circa 0,00064. 
congegno di Silvester di cui si 
uto l'equazione: 


E 
mentre V 2= 1,2599209. La differ 
. II. — Soluzione meccanica. Il 

fè fatto cenno a pag. 250 fornisce come si è ved 


b® + DA + a (a — by) 0A =Aat- OD 
Se in essa facciamo db=a diventa: 
a+ OD = 0A° 


uò servire a risolvere meccanicamente 


? e quindi lo strumento p 
il problema di Delo. 


CURIOSITÀ GEOMETRICHE 


La geometria delle api. 


Come è noto, le cellule delle api sono prismi cavi, di cera, 
a perimetro esagonale regolare, riuniti per le basi in modo da 
costituire ij favi, sulle facce opposte dei quali vengono prg 
tanto a trovarsi le Aperture delle cellule stesse. Ma le cellule | 
non sono esattamente 0p- 
poste, poiché all’asse del- & 
l’una corrisponde dal lato. 
opposto del favo la costola Y 
comune a tre cellule (fig.48; 


tituito per ognuna di esse da 
i una Superficie concava. Si p 
a 


con una piramide regolare 
triedro formato da tre i 
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1 fica pipe e dei fondi delle cellule ha appena lo 
fi cneder tile foglio di carta, rinforzato pero sugli orli. 
Bi hanno dei izioni, che possono ben dirsi la geometria delle 
Bien ito ragio dei quali ci possiamo fare una esatta 
Iesnte attoni an un profondo studio, nel quale la nostra 
4 onita troverà larga ragione di meraviglia. 


Birdinari i pi costruise 
arie (quì non si tratta di quelle specia 


D 
ato lo scopo pel quale le @ 


le loro larve le 
ludersì il tri- 


ebbero fatto perdere 
sma; la forma 


è . 
— aiigionzan quello di allogarvi 
Fase egg cilindrica, 
i Biopo equilatero e il quadrato che avr 
i rega negli angoli tra le facce del pri 
nibili e, la sola restante tra qu 
5 Bing vani per coprire il 
Hsia > scopo, per i suoi angoli ottusi ; il P 
Mt pon veg infatti abbastanza al cilindro. 
È dei favi ssi che lo scopo precipuo dell’ ape i 
fica il risparmio di cera; tanto vero che IN apicoltura 
Muore e si preparano favi artificiali fatti A È i 
È ottien api, di forme identiche 8 quelle dei favi natura 
È vand e così dalle api una quan 
i Ò osi esse alleggerite dal peso 
È Sy lato del risparmio di cera le api co 
aggio col rendere comune il fondo alle 
opposte ; un altro consiste nell’addossamento delle cellule per 
modo che una loro parete serve per due cellule, 
quelle perimetrali del favo ; © UN l'essere l’esa- 
gono, fra i tre poligoni regolari di cui SOPF® quello che per 
nua determinata superficie offre il minor perimetro, cosicchè 
l’ape con un minimo di 
simo di capienza ; Ma dov 
viglioso si è nella forma del fondo, 


un minimo di superficie e quindi di cera; nè si può dire 
forma delle losan 


&he del fondo sia quello della teoria, 4 
approssimazione, chè gli 


pi non è certo dei più semplici. % 
Un nipote d’un Cassini, Maraldi, astronomo egli pure al 
servatorio di Parigi misurò con esattezza, nel 1712 la 
delle losanghe delle cellule delle api e trovò 109 28’ (su 


he gli angoli della cella di 
TATE 109° 26’ 6 700.94, i 
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Si aveva così una sorprendente concordanza con le misure 
| del Maraldi: ma nel 1743 l'inglese Maclanrin provò che.il Koenig 
Javeva commesso un errore nei suoi calcoli e che i veri valori 
| degli angoli erano esattamente quelli indicati dal Maraldi. 

E i risultati del Maclaurin vennero poi confermati da Lhuillier 

(1781), Lalanne (1840), Brougham (1848), Hennessy (1885-86). 

i Esporrò ora il calcolo geometrico del Maclaurin. 

g Sia S il vertice comune (fig. 491) delle tre losanghe di lato e 

‘che formano il fondo della cellula. Sia l’esagono regolare AK 

SICL ‘+++ di lato a la sezione retta del prisma, condotta per il 

puertice A d’una losanga ; il suo centro O sarà la proiezione del 

gpertice S sul piano della sezione. Tracciamo AC, KO e per AC 
conduciamo un piano qualunque che determinerà, intersecando 

F i piani CSO, ASO , TABU , UBCV una losanga AG' CG; sia ! 
a costola AT del prisma e dia semi-diagonale AP. 

i Considerando solamente un terzo dell'alveolo, cerchiamò & 
quale posizione del piano AG'.CG corrisponda il minimo della 
superficie formata dai trapezi TAGU , UGCV e dalla losanga 

t AG' CG, ossia di: 


(+ GU)a+2dx GP=(1+1— GK)a+ 
+2dxGP=2la—axGK+2dx GP 
Essendo costante il prodotto 2 la, tutto si riduce a trovare il 
. minimo dell’espréssione : 


2dx GP_ax GK (1) 


Supponiamo che B sia stato preso su KU in guisa da avere: 


BP 2a 
descriviamo nel piano 
B ed il suo prolunga- 


endicolari a PB. Dai 


Da P come centro, con raggio PG, 

| BKPunarco di circolo. che incontri P 

mento in J, e conduciamo £ H è GI perp 
Figugoli simili rettangoli GIB KHB 

È va: 


s BKPe dalla (2) si ri- 


da cui: 
BHT_- BI È 
sE PE ossia 


-— 50- 
L’espressione (1) può dunque scriversi 
2dx GP 2g x IH 


= ° &(GP_ IH)=2d1J1+ HP) Ù 
anti, basterà cercare quale è i 
go per JI=0 vale a dire ana 
Cioè quando G si trova in 8, Sicché i 
sponde all’ipotesi in cui il piano segani 
Passi pel punto B dete ; 


a determinazione degli angoli delle lo- 

sanghe, Dal triangolo rettangolo BEKP abbiamo: 
BP°= BR + KP? 

Sostituendo BK col suo valore BP 


TEA dedotto dalla (2), KP- 
con 


5 , e semplificando, si trova: 


BP'a 0505 
V2 dî— ai 


ed essendo AP=d: 


AP ‘Via 
RP È | 

Ma d è la metà del lato AC del triangolo equilatero iscritto. 
nel circolo di raggio 4; cosicché il suo valore è: 


La 


Dunque il rapporto Precedente, fatte le riduzioni diviene: fe 


A P a 
apre gi 
La diagonale Maggiore d'una delle losanghe del fondo 
quindi }a diagonale de 


1 quadrato costrutto sulla minore 
quale è esprezsa da; se 


ave 
AP Di 
Il rapporto BP È poi la tangente trigonometrica 
| 800 ABp 
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Ora, V2 corrisponde alla tangente dell’ angolo di 54° 44 8", 


e. 
di cui ARC= 109281 16" e il suo supplemento BOS = 70931" H!"- 
ie api con la 


— ig ora quale economia realizzano 
È —dizina e hanno dato la preferenza per i loro alveoli. 
Mi fond 0”: @ il lato della sezione retta comune alla cel- 

ndo piatto e a quella a fondo cuspidato, la lunghezza 


dell ò 

E — Siena è 2 a. Le superfici totali della cellula a fondo 
uspidato e di quella a fondo piatto sono : 

Li "i at a 
3 (0+3V2) è 2 (s0+3V 3) 

| face ; 

È fn astrazione dal coperchio di cera dell’alveolo. La prima 

rficie sta dunque alla seconda come: 
soisva Si 


ossia press’ a 
3 poco come 54 i i 
una cellula su 55. a 55. Le api econom 


izzano quindi 


Paralogismi geometrici. 

re vi deve 
e difettosa 
vittima) 


Trat SP 

Agen di paralogismi, naturalmente 1’ erro 
(che si fi a questi casi, esso sta o nella costruzion 
arà a mano, per meglio trarre in inganno la..... 


Fig. 492. A 


rimo tipo è facile 2 
e scorretta), sia 


ril e l’ errore del p 
ilevare, sia meditando sulla figura (sia pur 
tipo è talvolta 


o nel ragionamento. Mentr 


costruendola esattamente, quello dell altro 
assai meno evidente. 


36 — Guersi, — Matem. dilett. 
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l° — Per un punto preso fuori d’una retta si possono 
durre due perpendicolari alla retta stessa, i 


HM. /nun triangolo qualunque, un lato è uguale alla s01 no, 
degli altri due. 


Siano ABC il triangolo dato e D,E,F i punti dim 
dei suoi lati. Si sa che conducendo FD, FE si ha: 


AD+DF+ FE+ EC= AB+ BC 


Ora, se G,H,}; L,K,M sono i punti di mezzo dei lati 
triangoli ADF » FEC si avrà analogamente che la spezz | 
SGIIFMELC sona AB + BC. Cosicchè. continuando 

videre i lati dei nuovi triangoli ottenuti 
ezza dei segmenti costituenti îe spe 
te diminuendo poichè i loro vertici si cali 
Più ad A C, ed al limite, il perimetro ‘3 
ce per confonderei con AC. Dunque: 1 


AB+BC= AC 


grandezza variabile X ha per init 
L quando la differenza tra K ed L può dive 


nore di qualsiasi quantità stabilita i pre 
O piccola essa sia. _ 


Hi. — La circonferenza d’ 


Un circolo e il suo a ui 
uguali. 


Descritte due Circonferenze sul raggio di quella 
a somma gi tali que circonfere 

Procedendo, le qu a 

arranno ancora la c. 


— figa 
lata, e così di seguito, per modo che queste circonferenze si 
‘confonderanno, al limite; con AB e si avrà: 


circonf. 0 = diam. AB 


| Il difetto del ragionamento è identico a quello del paralo- 
igismo precedente. 


Fig. 493, 


\IV.— Una parte d'un [segmènto di retta è uguale al 3eg- 
mento intero, ossia, la parte è uguale al tutto. 


B i 


Fig. 494. @ 
A 


ED 
Pi an- 
Sia ABC un triangolo qualunque, nel quale il incon O 


golo sia 8. conduciamo 8 D in modo che mpeti dai due tri- 
abbassiamo su AC la perpendicolare 8 E. Sì 19» 
angoli equiangoli ABC , BDC: 
ABC _ AB_ 
BDC BD 


ida ci a 


DER e 
e siccome essì hanno la stessa altezza BE: 


dalle quali due relazioni si deduce: 


AB°_ BD 
AO => 


Ma un teorema noto ci permette di scrivere: 
AB'=AC°+BC°-2ACXxEC 
BD°'= DC + BC —2 DC Xx EC 


e sostituendo questi valori in (1) si ha 


AC'+BC0°-2ACxEC_DO*+BC°-? DOXEC 
AC gg im 
e, semplificando: 


DAL 
BC 
AC+G=D +5 


Be BC° 
Pt liane o 


e infine: 


(Be ACxD0) pc= (50 -40xpo Ac 0 
Dividendo i due membri per il fattore in parentesi si nate É 


DC RE 


Osserva i Into ci eravamo proposti di dimostrare. Basta però 
osservare che la quantità : i 


BC AcxDC 
è nulla perchè i triangoli simili ABC , BDC danno: 
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Dunque la relazione (2) è sempre soddisfatta essendo il suo 


primo fattore sempre uguale a zero, per cui non ne segue che 5 
debba essere : F 


AC-DC=0 ossia ACS=DEC 


Tai 


| V.— Un angolo retto è uguale ad un angolo ottuso (v.n. VI) _ 
Sia il rettangolo A BC D (fig. 495). Conduciamo per A una! SÉ 
retta AE=A8 e facente con AB un angolo acuto. Pel punto 


di mezzo R della CE innalziamo ad essa la perpendicolare fino 


C M B “ol 
rc Re E fe 
D A si 
(©) 
Fig. 495. 


1 i punto di 3 
| &d incontrare in O la perpendicolare condolbe BRE de: 00 Sl 
mezzo M della CB e conduciamo le petlo ; È 
Avremo: Si ci 


gi. 
È oD=09A gone 


semi 
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i per cui nei due triangoli COD , EOA sarà l’angolo CDO uguale 
i all'angolo EA0. Ma essendo : 

i 

; 


ADo = DA si dovrà avere ADc= DAE 


cioè un angolo retto uguale ad uno ottuso. 


VI. — Tutti gli angoli sono uguali. 


Ho modificato in questo modo 1 
ralogismo Precedente; 
Pure più generale. ; 

Abbiasi un triangolo S TU qualunque (fig. 496). Si conduca 
per 7 una retta, esterna al triangolo, 7 V= TU. Si unisca V J 
col punto di mezzo R del lato SU e si prolunghi la congiun- & 
gente fino ad incontrare in K il lato S7 prolungato. Condotta | 


a costruzione relativa al pa- È 
mi pare riesca più semplice, mentre è J 


v 


Fig. 496. 


della KW; le due icolari dovranno incontrarsi in Un 
punto W, che uniremo MUV.,K.T Essendo WK = WU i 
© WK= WV avremo WU — WYV per cui nei triangoli WTU — 
WTV che hanno i lati Tispettivamente uguali, risulterà esser? 
l’angolo WTU uguale all'angolo Wry. il che è assurdo. 


A A AIA Re: 
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VI. — Tutti i triangoli sono isosceli. 


Consideriamo un triangolo qualunque ABC. Nel punto medio 
0 del suo lato BC innalziamo la perpendicolare fino all’ in- 
contro in K conla bisettrice dell’angolo BAC. Il punto K potrà 
cadere all’interno o all’ esterno del triangolo. Supponiamolo 
all’interno. Abbassiamo da K le perpendicolari KP, KN sui 
lati AC, AB. Per essere K sd 
sulla bisettrice dell’ angolo 
BAC, sarà KN= KP, e per 
essere sulla KO, sarà KB= 
= KC. I due triangoli ret- 


Va 
A i 
si 
È, 
N P ì: 
B 5 c 
Fig. 497. Fig. 498. i i i 
e si la BN= CP. È 


tangoli BK N, CKP sono dunque uguali 


ali, si ha de 
Dai triangoli rettangoli AK N, AK P essi Pure ugua”? 1 


ancora AN= AP dunque: ge p: 3 
AN+ NB= AP+ PC ossì8 ARS#R A 
vale a dire che il triangoln ABC è isoscele. REA 


amo la Di È 
Se K esce fuori dal triangolo (fig. 4 98) facci feta nello 


struzione indicata per la figura precedente. A 
stesso modo. 

AN= AP BN = CP 
quindi, per sottrazione: vu iam 


AN-BN=AP— CP 


ele lo A 
8 il triangolo ABC sarebbe ancora gta pice dell’ango LA 


È superfluo aggiungere che se “a 
non ibn A; perpendicola”: ban tr 
essa coincide con la stessa e Îl ig ng niche di questo 5055 
esso lo sarebbe quindi in 09 Scale 
è facile trovare il lato dano 


pe sli 


VIII. — Se due lati opposti di 
gli altri due sono paralleli 


Sia il quadrilatero ABCD 
sono uguali; siano Pe Q 
da essi le perpendicolari 


nel quale i due lati opposti AD; BC 
i loro punti di mezzo ; innalziamo. 
& tali lati, rispettivamente. Se tali. 


5 p 


Fig. 499. 


perpendicolari non gs’ incontrano esse sono parallele e quindi 


lo sono pure i lati AD, BC. Se 8° incontrano, ciò può aver E 
luogo entro o fuori del quadrilatero. | 


Consideriamo il primo caso (fig. 499) e conduciamo le rette 
SA , SB, SC » SD. Si avrà: 
SA = SD SB=#0 


dunque i due triangoli SAB, SDC sono uguali perchè hanno È 
i lati uguali, per cui: i 


ASB= D$C 
Si ha pure: 


ASP = P$p BSQ=@$c 
addizionando queste tre uguaglianze, si ha: 

Cas 
ASB+ ASP 4 880= D$c + PSD + cSQ 


PSA + AS 4 BSQ = 1800 
Essendo dunque i punti P 
AD . BC sono paralleli, 


vi ui 


»S, Qin linea retta, i lati 0 
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I supponiamo ora che S (fig. 500) risulti esterno al quadrila- 
tero, e facciamo la stessa costruzione. Avremo ancora : 
ZN /N ZN 7N 
ASB = DSC BSQ= QSC 

f dunque : 

A A “sg A N Vas ZN 

ASB + BSQ = DSC + QSC ossia ASQ= QSD 


per cui SQ è la bisettrice dell’angolo A S D; essa coincide 
perciò con SP, quindi i due lati opposti AD, BC sono paralleli. 


Cc 


Q 
Fig. 500. 


Questa conclusione Ani generalmente osatio e la dimo- 
strazione contiene un punto visione: ig angoli 8 5 k 
risultare non la somma, ma la differenza cioè della po- 
€ ASB nei quali occorre tener conto GERE 

sizione relativa. 


IX. — Diversi. tei 
scomposto In 
Ma:-vettore QA di UBESERE : Laga lunghezz® VU ed !. 


| niti modi in due vettori O M © l'abbia un valore 


Possiamo fare in modo che il rapporto 7 


qualsiasi compreso tra zero ® d- 


Immaginiamo il sistema riferito a 
OY e siano & sl 


ed MA con l’asse OX. Proiettando s 
le relazioni - 


lsena=/ sen &'+ /" sen a” 
È cos a l’cos a' 4 2" cos «" 


Il 


dividendo e ponendo: 
U m sen &' + sen a” 
È nia baite: m cos &' + cos a” 
Qualunque sia il valore attribuito ad m, tale risultato è vero; — 
ora m è suscettibile di qualsiasi valore. Se facciamo m=%® 
edmz=o Perveniamo alla doppia disuguaglianza : 


tga=tge'=tga” 


che e un risultato im 


Possibile, Senonché per mi valori 0edo 
non sono ammissibili 


X. — Il valore di x. Ecco una determinazione erronea di © 
basata su note quadrature. 
L’area d’una semi-ellisse limitata dall’asse minore è na 
i a : È) 

da = Tab, secondo le ùsuali notazioni. Supponiamo ora € 


il centro si sposti sull’asse maggiore, in modo che-qiopeg mA 
venti sempre più grande crescendo sino all’. L pg 
Verrà, al limite, una Parabola e in tale posizione limite se 
sarà uguale ai due terzi del rettangolo circoscritto. Ma an x 
la prima espressione 3 7@È è sempre vera, qualunque sian 
i valori di a e è, per cui si ha: 


1 2 
7 Fabraanto 
‘© se ne deduce: 


m=4 266.... 
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raggio R, e di al- 
ni equidistanti, pa- 
ezza sn e consl- 


deriamo uno di questi tronchi. Dividiamo le due circonferenze 
nei punti 1, pH 


Dei di questo tronco in 2 m parti uguali, 
ii.«.(®m) sulla base inferiore, 1" , 8" ,9=< #26 m)' sulla 


base superiore. Supponiamo che le coppie di punti 1l' . 20° 
trici del cilindro. Inseri- «E 


nsiderato, il po- 


Abbiasi un cilindro a base circolare di 
tezza H. Dividiamo questo cilindro con più 


ralleli alla base, in 2 n tronchi uguali, di alt 


DO è E: n sono in numero di 2m: S 
quali è ca e operiamo în egual modo su 
faccette tri pera il cilindro totale, vi avremo iscri 

e triangolari isosceli di superficie 8. Poniamo : 


tto 4mrn 


S=4mn83 


gno il valore di S in funzio 
Eppoi percio 100 dei triangoli 1 
hi punto d’ incontro del raggio 2C del 
le subito che 2' 2!” è l’altezza del triang 

Si ha dunque : 
gs= 12x22" 2” «SB 


cilindro con 13, sì 
olo 12 3 di pase 13. 


Ma: 


-12/= ga ar. R sen % 
Rsen1C2"=RS@N57m = 


86 si pone 7= mx. Si ha poi: 
"eee 
ggn=Varan+ 20° = 


cor LEA 
=\() + A — cos af = VE Fin 3 


per conseguenza : 
HS 4% 
s=Ruts\ i PASTO 2 


Sa 


LI d 
s-imazioni Pei 3 


e infine: 


e ———_ ZZZ 
Serrp Sha Ver4i6pentseni da 


Se m ed n crescono indefinitamente, % tende verso 
sen x 


verso l’unità; ma 46 n? sen* + a non ha limite dete) 
line Infatti se si fa: 


sent 3 
n=km= Fr 16 n° sent---2 = kîtr323 1a 
| 3 HF 2) 


quantità che ha Per limite zero se % è fisso. In Lg sci 


lim. S=2rx RH 


Ma se si suppone n = km? — k —- 


Tsi ha: 


Quantità che ha per limite 4 r', se k è fisso. Allora: 


Sc 
lim. S=2rRVH!+kpmpi 


Se, infine, si suppone n = km?, si ha: 


i SARE: “04% 
lim. (16 nî sent L a) =lim. &* mini Cai e 


d 


2 


lim. S=0% 


— 573 — 


Il teorema di Pitagora. 


ll teorema famoso dell’equivalenza fra il quadrato de.l’ipote- 
nusa e la somma dei quadrati dei cateti del triangolo rettan- 
golo, era noto agli antichi, limitatamente parò ai lati 3, 4 © 5. 
gli Indù l’indicavano col nome di seggiota della piccola sposa ; 
i Persiani con quello di figura dela donna maritata : i Greci 
lo chiamano pure teorema della maritata. Esso venne poi 
denominato teorema di Pitagora perchè sembra accertato che 
sia dovuta a questo geometra la sua generalizzazione. 

Il triangolo 3, 4 e 5 era considerato come magico dagli an- 
lichi: i Greci lo considerarono come simbolo del Matrimoniò e 
Platone lo fece entrare nella composizione del suo celebre nu- 
mero nuziale. Per Plutarco esso era il più bello dei triangoli ; 
egli così ne enumera le proprietà: «Il 3 è il primo numero 
«dispari l’unità non essendo allora considerata com® un nu- 
«mero); 4 è il quadrato del primo numero pari; 5 è 1a somma 
«di 3 e 2; il quadrato di 5 dà il numero delle lettere dell’alfa- 
«beto egizio e quello degli anni di vita del bue sacro Api». 

Si potrebbe aggiungere che l’area del triangolo magico © & 
numero che segue il 5, e che il cubo di tale area è la somma 
dei cubi dei lati: 

63 = 39 + 4° + 5° 

In un papiro magico sono disegnati due cuori uniti con ve 
ca la scritta :3 è l’uomo, 4 è la donna (7 1’ indivisibile) 
arco riferisce (come un si dice) che le divin 
Isis, Horus a ne Ve RE triangolo 3, 4 ® ° che rap 


presentava tutta la natura e il suo moltiplicarsi. 
7 ro- 
Non è dunque, probabilmente, un semplice caso che tali P 


porzioni si trovino nella piramide di Chephren Pella 
molte pietre usate come lapidi 0 com coperchi, sa k in Siria 
8erazione, ecc. Così pure le enormi pietre di Baa 

della 


sono larghe 3 e lunghe 4. c 

La fig. 501 mostra come nella famosa È tali rapporti. 
Piramide di Cheope si riscontrino nof so pps invero 
Dall altri, la cui concomitanza da - 
attribuire a mera casualità. Da qui sastrono 
ziane furono oggetto di studio per perte o = 


e di molti matematici, specialmenté nelnto questo triango ti 
I Cinesi pure conoscevano le pros I preti Ind © Le 


Poichè ne è fatta menzione N 
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arpedonapti (tendito 


ri di Cordicelle) ossia canneggiatori egi- 
ziani, se ne serviv 


ono per innalzare la perpendicolare ad una 
zioni topografiche. 


ita nella considerazione che i Pitagorici rifug- — 
givano dal sangue; ed infatti Porfirio, scrittore greco del Il | 
secolo riferisce che, secondo gli autori più degni di fede Pita- 


ntica che gi co 
attribuisce la 


nosca quella data da Euclide, 


dei triangoli simili. 
Cantor ritiene che, secondo l’uso in allora seguito per altri 
i Suere molti casi particolari, frai 
| quali quello del triangolo rettangolo isoscele si presenta come 
il più Sauron € rende ovvia Ja dimostrazione come si rileva 
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Passando ora all’esposizione di alcune delle resta 
del Ponte dell'asino, mi limiterò a dei cenni solamente, A 
stando nella maggior parte dei casi l’esame della figura, pe 
lo scopo di questo libro. 


Fig. 502. 


i nella figura» 
I — Euclide. Si possono considerare per Perrin ABC ri 
secondo che î quadrati costrutti sui lati de 


©oprono o non ricoprono esso triangolo. x 
Euclide. 


1° Fig. 503. — Dimostrazione classica di gar lo ABEZ 
®© Fig. 504 — Si ha 0* = rettangolo DM; trian80 

= rettangolo BK e? dente. 
3° Fig. 505. — Dimostrazione analoga se Precedente. 
4° Fig. 506, — Dimostrazione analoga ® lo CADE 
5.° Fig. 507. — Rettangolo CK =? triango 

Fettangolo BK=? triangolo BAE= + olo CI B; triangolo 
6.° Fig. 508. — Triangolo CADEVA 3 ds quindi EOS 

| CAD= |, rettangolo CK; triangolo 1°, come nel caso pre 

tangolo CK = b?. Ci prova che BK=°* 

Cedente, E î 
7.° Fig. 509. — Rettangolo CK= : UO AEBE a 
angolo AEB = triangolo FCB; ped gio ie BK=° 
BK; triangolo FCB =! c*. Dunque E i 


Fig. 505. 


— b78 + fc: 
8.° Fig. 510. — Si dimostra che rettangolo CK 3% come — 
nel 6° caso il rettangolo BK = €? come nel 7° caso. 


K 


FP 


Fig. 509. Fig. 510. 


HI. — Nassir - ed - 
Euclide, Roma 1594 
Amiot, Parigi 1850 

Anche Nassir-ed- 
Quello nel quale i 


di vi 
Din. Edizione araba degli mie di È 
» in folio. Riprodotta nella Geome 1 
e da altri molti, i 
Din considera otto casi, ma basta cone ì: 
quadrati non ricoprono il triangolo (fig. n 3 
= CAM 
Triang. GAL = tiang. ABC; LA = BC; GAL=ABC= € i 
quindi LAMK è una retta. re 
Parallelogr. ACD' L=; parallelogr. ACD'L = rettang. CE 


o; 
dunque rettang. CK = d'. Parimente parallelogr. ABE'LZa 
Parallelogr. ABE' L= = rettang. BK, per cui: 


rettang. BR=at 6 e = a' + bi 


Si può avere la fig. 514 &lquanto più semplice della 
dente, notando che; h3 


CD'=BE' -©Bg 


per cui BCD'E' è il quadrato costrutto sull’ipotenusa se si 


suppone che a? ricopra il triangolo ABC. 


Fig. 5i1. 


Fig. 512. 


do nella fig. 
în O (fig. 543) si ha CDLZ bd para 
pesi . parali. A = 
ZACDL=0*; ma parali. ABELZ0* cosicche 
BNOE=b0® +e? e poichè parall. BNOE2 
Ed + o. 
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IV.— Tempelhoff. Anfangsgriinde der Geom. Berlino, 1769. 

Siano costrutti i quadrati sui tre lati del triangolo rettan- 
golo ABC, e il triangolo /JL uguale ad ABC, nel modo indi- 
cato nella fig. 514. Conduciamo le rette EG , DF , AL. 1 que- 
iriliteri DBCF, DEGF, ABJL, ACILSsono uguali come € 
fscile vedere. Quindi 1’ esagono EGFCBD è equivalente al- 
l'esagono BLICA. Ma questi due poligoni hanno una perse 
‘mune ABC ed AEG=IL; quindi i resti sono equivalenti, 
cioè : 


C1IJB= ABDE+ACFG 


V. — Sonndorfer. Sia A BC il triangolo rettangolo dato 
(fig. 515) e BCDE il quadrato costrutto sull’ ipotenusa. CORDE 
tiamo le perpendicolari DF, EG sulla AB, poi CM EN su DF. 
Avremo così quattro triangoli rettangoli uguali ABC » DNÉE; 
CDM , BEG. 


PES SE ESCO 


Ora, se dal pentagono ACL EG 
È G, sì ottiene il quadrato dell’ è 
sso pentagono si tolgono i triangoli dii o dato ; 
a n 
gono come resto i quadrati fatti sui cateti del triene0! 
dunque: 


| cCBED=CAFMFENRI 
a sats. Magonza 
Vl — Hoffmann. Der Pythagor- LeMI p_ AB ad 
| Conduciamo (fig. 516) le perpendicola# ‘°° gx punti 
CI= CA ad AC in Ce BE= a Be 


= RL 


sono in linea retta. I due quadrilateri /F BC, ABEC sono. 
equivalenti; infatti, triang. CBF= triang. ABE come pure. 


Fig. 516. 


triang. /CFP= triang. A C E. Sottraendo da ciascuno di detti 
‘TUadrilateri il triangolo ABC si hanno resti equivalenti, cioè: 


a b* c 


a.C gn 
Vil. — O. Werner. Arch. d. Math. und Physik. Grunert be 
Conducasi (fig. 517) /Z parallela a BC e le perpendicolari 


CX , AM a BC. Si ha 0° = parall./ZBC= BCx CX; ma per 


H A 


Cc M Bi 
l’eguaglianza dei triangoli ICX 
b'E BCx CM. Così pure ct = g 
membro per membro, si avrà; 


» CMA si ha CXx € 
Cx BM; per cui 
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Vill, — P. Fabre. Journ. de Mathém. deg iagiieri 
Conduciamo AQ uguale e parallela a Cc DI + e E pen si 
prell, ABEQ= c'; parall. ACDQ = b* da cui CBEQD + tri- i 
lagono CBEQD + triangolo ABC 3 Lmegprn pri 

angolo QED e infine b? + c* = quadrato CB 


A 


Fig. 518. 


fi 

IX. — Renan, Revue scientifique, 1889. lle I/B» CF{ 
Conduciamo da c e da B le perpendicolari della perpendico” 

Sura 519); esse si segheranno in un punt 


Fig, 519. 


lare da A su BC; infatti onto, po 
ICB e CAR, come per quel 
AR=BC. 


— 684 
‘ 


Ora si ha : 
triang. CAR = triang./cg= + 
I triang. BAR = triang. FBC = + e 
e quindi: 


triang. CAR + triang. BARZ-}- (124 ce’) 


E siccome triang. CAR + trian 
2 
Feb ®. si ha infine a=b6+a, 


8. BARS 5° Mc + MB)= | 


Mo Piton - 
a, 0, e; VA 


il quadrilatero 


Bressant. Siano X a DE 
X è una retta ed AZ è 
ABZC è inscrittibile 


» Z i centri dei quadrati 
parallela a 8 .X poichè l 
; e siccome BZ=CZla 4 


X 


AZ è bisettrice di 84; dunque X4% = 990 = AXB. Si 
Che AZ= BX4 cy Poiché i triangoli CUZ, B VZ eonoù 
Infine i quadrilateri 4A 8.76 » YXBC sono equivalenti J 
si ha; 


quadr, 


ABZC= si. (CU + BV)= di 


PXIZ. 
quadr. Yx8c= Ra d x PX As 
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a parte co- 


Sottraendo da ciascuno dei due quadrilateri Ì 
triang. AXB 


mune ABC si avrà, trian = tri 
€ s g. BCZ= triang. A 
e prendendo il quadruplo a? = 6? + e’. “al 


ostrazioni mediante trasposizione di elementi. 


Siano C/[= d © 
fig. 521) sulla loro 
li. nei due 
emo nei trian- 


XI — i 

79 È itagora, secondo Bretschneider. 
di. ostruiamo il quadrato JO FL ( 
Mittangoli frana nei due quadrati d 
goli: , BC che a loro volta scomporre 


AGL= AHL= ABO = ACO= se 


do indicato nella fig. 522 


o di lato b+c e Con la 
to a; il primo eccede 


siderati per cui: 


pento questi triangoli nel mo: 
bo do coi loro cateti un quadrat 
ilisoco enusa un altro quadrato di la 

ndo per l’area dei 4 triangoli con 


b9+ =a? è 


Si 
si è Pe considerare anche qui otto casi di figura com® 
uto nella dimostrazione d’Euclide. 


Find 


I TT 


XII, — Bhàskara. 


dimostrata la formola : 
(C— 6) +4 Le 4 e? 


Poichè non fa che disporre i quattro triangoli uguali ad ABC 
nel modo indicato da 


D E; 
be 
2 
A 
Fig. 523. 
C B 
H A X G 


Fip; 524 


ipotenuse forma 


costrutto su ec db 


0, nel modo indicato, 
fig. 524 i quadrati JA = pp. 6 BG=e OT 


no il quadrato a? e nel centro il 

(C— 5A; e poi aggiunge 
— Seguendo il Procedimento di Bretschneider si può 

meno dell’uso della formola 


RI 


Vigia Ganita. L’autore indù ammette come 


lla fig. 523 cioe cosifattamente che le loro 
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d'area (c— be di due rettangoli IX e XF aventi ciascuno i 
per area be che è appunto il risultato della formola (A). Idue + te 
rettangoli divisi ciascuno in due triangoli mediante la diago- È: 
nale danno 4 triangoli che possono, col quadrato 8 Z comple- Si 
tare il quadrato JXF - + > - > , di lato a per cui: di 


b? _ e = a? 
Xii, — Marre. Dall’ opera sancrita « Yucti Bacna » - Bol- 


lettino di Bibliografta del Principe Boncompagni X X - 1887. vi: 
AFsuaec. Si è gia 


Si costruiscono (fig. 525) i quadrati CE , a 
veduto che E cade su GF. Conducendo da D le parallele a GF 
G H A D 
D È GE B_ “LE 
d 

n & 

sp 

5 Face. 
ere 

SE 

E Esa 
B D 526. Mani 

Fig. 525. Fig. 526... di 

è facile vedere- i 


_ ed AGsi hai to bd, come 
Sicchè il deste Sa ra PED, opa Lera io si 

tagono A B E D P formano a’, © disponendoli in RETTO LOG 
Viene a formare la figura: 1 
DHFBAP be 
XIV. — Reichenberger. Philosop 
> Ratisbona 1774. — Nella fig. 526 si na 4 za 43B+® 

| @=p+3k+r+3 SIN 
Dai triangoli uguali ABC » 
m+n=3= 
n+est 


ag 


sa 
s dre 
tel 


p+e* i 
persa : 
thesis uni È d 


hia et Ma 


a i 
e. Gini 


uh va 


cai 


piozatlet 


sl 


| AV Périgal. Messen, 
(fig. 527). Conduciamo XY 
8 C. I quattro quadrilateri 


nno i lati come U Fuguali | 
A epperò si possono sovrapporre al quadrato a? nel modo 
indicato nella figura. Il quadrato 4/ €’ I! H' risulterà uguale — 
ad A/CH poiché: 


MA Ad A CY—AY=CA 


D Gi E 
Fig. 527. 


am. Récréat. Math. et Physiques - Parigi 1778. 
‘> nella quale sì sarà fatto DX = DX= CNè 
l quadrato a? e composto delle cinque figure i 
i quadrati 0? e er, 1 prg SE 
des Pyth. Lehrs.- Lipsia 1880. i 
ettangoli LS7, A STE CA 
‘ Togliendo dal primo d' e FREE: i 
si abtondo a’ restano rispettivamente queste bio di tri-. 
TCS + HLA + GLA + Ber 4 


di 


ABC e DCS +EBT+ ABC 


est 


' 
' 
' 
f 
I 
Ù 
| 
Ù 

PI 

si 


D 


Ss 
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triangoli: — 
ICS + HLA = DOS @ GLA+ BFT= EBT î 
il che facilmente si rileva dalla fig. 529, 


VENI. — Rojot. È facile vedere che e*= rett. BK poichè | 
sono composti del quadrilatero comune BMOF e dei triangoli: — 


Per dimostrare i] teorema basta dimostrare che i 


ABM = KEO e AGO = BFE 


Si ha poi 6* = rett. CK, infatti 0? è costituito del triangolo 3 
CMN, del triangolo A B M e del quadrilatero AHIN. Portando 3 


sul suo uguale / N D sj sarà appunto formato il rettangolo 1 
CMEKD con le figure componenti 8? (fig. 530). ; 


A 


H 
bl 


Fig. 530. 


MIX. — Sia A BC (fig. 531) un triangolo rettangolo in A. Cc 
struiamo esteriormente i quadrati BCDE,CAFG,A BH 
Le rette C Ge Bz gj incontrano in V, le rette GF e HK in 


La figura GVAN è il quadrato costrutto sulla 
esso si compone dei quadrati co 


triangoli Uguali ad ABC 
pure per E una Parallela ad 
*Queste rette si 


_— 5U— : 
SI 
sub+cesi N 


gira AYYZ è parimente un quadrato costrutto 
ttro triangoli 


tompone del quadrato costrutto su BC e di qua 


L D Pi 
Y 
| 
3 
| E è 
Li Gi c . ad 
Fig.531. | = 
| | È 
PRESSAT u 
| ps° Ò 
| “i 
L- ‘3 
uguali 3 
guali ad ABC. Per conseguenza se da ciascuno dei quadrati D 
ro triangoli uguali sog 


Uguali AX 
ad a XF » NHVG si detraggono i quatt 
i resti sono uguali; dunque: 


EG=A4ABP +40 


Dimostrazioni algebriche. 
si- 
È o: — Bhaskara. Vigia Ganita. Dai eriangoli: (06 RI 
È i DAC, DBA si tn 
(1) 


aC = cpx<B€ 


No 


Fig. 532. 


XXI. — Bezout. Cours de Mathém. 2,4 parte - Parigi 1768. 
Si ha, per la similitudine dei tre triang 


oli (fig. 532): 
triane. DAC 
IS ZE 5 


triang. DBA 
ti = *=— 


triang. ABC 
AC 


ARC 


Per una nota Proprietà delle proporzioni. si può scrivere : 


triang. DAC + triang. DBA triang. ABC 
SV pre A B° SE BC 
e siccome: 


triang. DAC + triang. DBA = triang. ABC 


risulta : 
AC+AB'=B0 
XXXII. — Marre Dal Matem cieco Saunderson. Bollettino 
di Ribliografia det Prine 


0 (€ + 06); il quadrato AXYZ= 
e il quadrato BCDE=at formati mediante otto 
triangoli uguali ad ABC (fig. 533). 
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Si ha: 
d2(+ 0) — 4 triang. ABC at =(c— DI + 4triane. ABC 
da cui: 
2at=(c+bf+(c- Db = 2b°3+2e* 
S L % 
D 
Fig. 593. B 


V 


t- t. XVII La su- 
ha per es nt 


R C 
<=Seg — Mòllmans. Archiccs de Gruner 
Cie del triangolo ABC, rettangolo in A, 
7 be ed anche pr; ma r (reggio del circol 
Uguale, nel triangolo rettangolo, A: e 
3 quindi p’ =( i - 
A 
» 


Fig. 534 B 
c Y 
Ossia : ) 
ES 
4 son I 
da cui si : 
deduce: sel sd e 


38 — Guensi. — Matem. dilett: 


E e 


Magonza 18%. i 
o tangente alla semi- 
o Ce di aggio CA, si ha: 


AB'= BY xx pz- (BC + AC) (BC— Ac)=BC*= 70% 


da cui: 


BC'-AB4+AG 


Fig. 535. L___ 
Vv 


se. — Facciamo AZ= AC; 


centro C e raggio CZ (fig. 53 
SÌ avrà: 


la circonferenza descritta con 
6) determina i punti Xx Fabi 


BZx BY = BU x BX 
€, ponendo : 


CZ=CU=p 


BU=n BZ=m 
m (M+20)=n(n+2p) 


ossia m’+20bm=pn?+2pn 


e 


D+ (b+ m*=(n+ pp e infine ppazge 
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XXV. — Garfield (1). The mathematical Magazine - 1882, È 


BC in C e facciamo È 


Abbassiamo (fig. 537) la perpendicolare @ 
li ABC, CDZÈ 


CD=5C, ecc. L'area dei triangoli ugua 


A 


Fig. 537, Z 
D 


es sa 
‘n da —— e quella del triangolo BCD do 5-+ SM ri 
langoli teli un trapezio d’area : 
(b+ cf 
Si ha dunque: 
(d } 
+e sg da cui pr+ = 
a 7 
Proprietà curiose usa. 
della figura del quadrato to dell’ipote® 
trarl® per 
poticherò alcune di queste proprietà, 9° iù ped SE” 
Vità e per esserne facili le dimostrazio salti 
i i. - AZ--BX+ CY. 
cp +e ail ApzO 


2.— Trian 
g. RSZ = triang- d 
3.— Triang. XYZZ nei: xyoB=4 


4.— Triang. XYZZ tb4® 
e _ 
È me 
| (U Presidente degli Stati Uniti assassinato n° 


s XYZ sono isobaricentrici. 
8. — Le rette (fig. 


in un punto S, ghi 
DD, — Triang. AGH 3 tr. BEF = tr. CDI = tr. ABC. 


Fig. 538. 


LI ]- 

10. — La somma dei quadrati costrutti sui lati dell pon 

gono IHGFED è uguale. ad 8 volte il quadrato dell’ ipotenusa. 

18. — Le distanze dall’ortocentro di XYZ ad AB e AC sono 
uguali a: 


be 
21604 €) 
12. — | punti d’ 


A a 
incontro di XZ con AB e BC e quelli SL i) 
con AC e BC sono su di una conica che tocca XY in 4 di 
per equazione: 


(e+8)60"+ 2640) ©y°— bewy + be (b+c) (a+ y)=0 


Generalizzazione del teorema di Pitagora. 
I. — Euclide, Se si costruiscon 


0 sui lati d’un triangolo ret- 
tangolo come lati o 


mologhi, dei poligoni simili, i poligono 
corrispondente all’ ipotenusa é la somma dei poligoni UE 
rispondenti ai cateti. SEE 
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Simo X, Y, Zle aree dei poligoni simili di cui si tratta. 


Si a, per una ben nota proprietà : 
se Y Z NES 
BC° M 


= 


aG © AB AC+AB 
Ma per il teorema di Pitagora: 


RARE se 
BC =AC +AB° dunque MEN+P 


che i triangoli simil 
al loro simile ABC. 


N e. 530 ò 
ella fig. 532 a pag. 592 è evidente i ACD; 


ABD >: . 
presi insieme sono equivalenti 


- 


C B 
Fig. 539. 
li. — Pappo. Su due lati AB © AC d’un triangolo 
ABC, si costruiscano dei paralle n, i 


ABFG, ACIH; sé produngheno 3 
incontro L; si conduca AL € int 
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BC d'una lunghezza MK = LA. J7 


Infatti si ha : 


Perallelogr, ABFG = parallelogr, ABE' L 
parallelogr, A CIR= parallelogr. ACD'L 
ed essendo MK = AL si ha pure : 
parallelogr. ABE' L = parallelogr,. BEKM 
parallelogr. ACD L = parallelogr, COKM 


La 
, Pa 


ica itato ‘Cig 


Dunque : 


ci hag 
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IV. — In ogni piramide triangolare nella quale 3 facce siano 
tra loro perpendicolari, il quadrato della quarta faccia è 
equivalente alla somma dei quadrati detle tre prime. 


Fig. 54. 


cel vertice del triedro tri-rattangolo e ABC la base cor- 4 
Ate ente della piramide. Abbassiamo la perpendicolare Sb: a 
ASB e conduciamo CD. Essendo CS P lare al piano | 
np i, CD lo è ad AB. Applicando allora il teorema di Pitagora © «SS 
riangoli rettangoli della fig. 541, Ss ha: me: 
SE 


erpendico 


1 CD = AB (SD + SC) = na 

-aB SD + AB x SC = a 
BP x SD + (FA +5P)SC = 

ip sp SaR 


Dunque sarà : 


ABC ZA 
pplici di alcuni problemi: 1 
Disegno 


Non sempre nei trattati di Geometria 0 nei È ne più 
peessizico è indicata, per UD dato problem& la costes rome 
plice, come già ebbe & rilevare che segU 

trografia. Ciò potrà rilevarsi del pochi quest 


Soluzioni 80 


gono regolare, La costruzione indicata nella fig. 52 
Più semplice p | 


Ossibile per iscrivere 1° 
circolo, 


Fig. 542. 


Hi, — Costruire l’ottagono Fegolare, dato il lato. C cea i 
quadrato (fig. 543) sul lato dato e condotte le sue MASO i 
C, BD basterà condurre le Parallele ad esse per A e B. G 


$ È 


il 


Sna «da G ed Zin Se7 
drato Stesso, prolungati. ; 


csi BORSE 


In modo analogo si farebbe la costruzione quando fosse dato 


Îl lato dell’ottagono stellato. 

M.— Costruire il pentagono regolare, 
lato dsto; DE la perpendicolare sul suo mezz 
Descrivendo da A e B come centri, con raggio 


dato il lato. Sia AB Îl 
0; AC= AD, ecc. 
BF due archi si 


E 


ha nella loro intersezione il vertice E dir col ra 
detti archi con quelli descritti dagli venti Snand 
si hanno gli altri due vertici MN del per è altro che il lato 
=" dimostrazione è ovvia, poiché È ila 302334 

el pentagono stellato iscritto. tutti 54 
,D nor rigpetticamente 


IV. — Dati quattro punti A » B,€ 
retta, costruire il quadrato È cui lati ne Bia ndicolar® 
per essi punti. Conduco AC (fg: } e retta 2 
ad essa, sulla quale porto BE=%" 
rezione d'uno dei lati del quadrato ; 


ad essa la parallela da 8 © 1® 


— Boa 


Temo cona,db,c,d,e,f: 


AB 2a ,2b BC ex k 
AC ‘de 134 BD 2c,2d 
AD 2 e CD 2a,20 


Evidentemente basta considerare, ad es., la terza di coppie 
di punti AB, AC, ADe le relative perpendicolari dai soli punti 
© D, B, rispettivamente, con le già accennate doppie solu- 
zioni dipendenti dal doppio senso del segmento AB, AC 0 AD. 

Nella fig. 546 sono rappresentate le 6 soluzioni. i 
Osservazione. — Quando i punti dati E, F, G, H, sono n 
linea retta, le 6 soluzioni sono due a due simmetriche rispetto 
alla retta stessa. 


Fig. 547. 


Nella fig. 547, posta la condizione ch F, G non avremo 
bano Passare, rispettivamente, per E » va 'eH'in E, EK= GH, 
che da portare, sulla perpendicolare alla to si avrebbe 
piro K con F, ecc. Portando EX in senso OP pre 
& soluzione simmetrica. ; retta dato AB. 
V. — Costrurre il quadrato sul seg ne reggio, descri- 
Da Ae B come centri (fig. 548) CON pelati in C. Da € come 
viamo due archi di circolo che si segher®t” nraltra circonfe- 
Centro, e con lo stesso raggio, teo 
lenza; conduciamo i diametri A © 2» È 


«PI 


do: = È x 
x pet pe 


Sa 


corrisponderebbero queste soluzioni fra le sei che indiche- 


x “ 
C E, poi le rette AK ca 


a (A 549 il di retta, in media ed estrema 
EMO d1 seemento di retta dato. Con- 
_  duciamo BC=2a Perpendicolare ad 45,6]K bisottaia 
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o BAC; questa incontrerà BC in D; BD risulterà il iti 
a È Prin di AB diviso in media ed estrema ragione. Fri 
L- Costruzione d’una terza proporzionale. Per costr i 


l'espressione c = a = 
È descriviamo un circolo qualunque 0. 


e e 550) una corda A B= b e dal punto A come TIRO: 
Bia Wigberà eat descriviamo una seconda circonferenza il 
Mir = in C e D. Sia X il punto d’ intersezione pri 
Hitiitriansolt AP AX sarà la terza proporzionale cercata, * 
iangoli ADY, ABD sono equiangoli, ecc. (1). i 


Fig. 551. 


Vu, — lo; È 
Ù ostruire la medi ionale fra 
a edia proporzio. 
Mrs, b. La seguente costruzione, del prof. L. Collette» non 
Tra e che quattro operazioni di compasso © vini 
cciamo una circonferenza 0 con rag (fig- 551) 


mente ma x 
ggiore dell della maggiore 
a metà de 8 detta circonferenza» 


da 

da a, b. Da un punto qualunque 4 sa 

È e centro, con raggi a e d tracciamo du i amente in 
€ segheranno ia prima circonferenza sera hg mb; Ki 


B 1Cer 
G. N pile rete Si 
’ secondo arco seg ot Mi corda A 
rehé i trian- 


la retta D 

è @ DE sega la circonferenza 

o proporzionale fra le rette 4 e AB, P° 
AMD, ABM sono equiangoli. 

©___ 


() Vedai puro ai è « Cacmpirii del RN 


(1) Nelle figure relative a sistemi articolati sono indicate co à 
nero le articolazioni che ri UgONO fisse durante il 


sE Sistemi articolati coi quali 
F una curva data, come già 
SÌ è Veduto Sopra, 


NA —— 
e a 


le su questo Principio un inversore (fig. 555) 
nel quale, se O è fisso, i Vertici O, ed M descriveranno curve 
una inversa dell’ altra. Nell’ inversore Pappresentato nella. fi- 
Sura 556 al punto O, si fa descrivere un circolo collegandolo e 


A 


B 
Fig. 555. 


: În tal caso lo strumento può servire come 

compasso per descrivere archi di circolo di grande diametro. 
Si noti che non é Necessario che l’ inversore di cui si tratta 

ia si i asse 00, M (fig. 555) bastando Ci 
rovi sulla Perpendicolare condotta da A su 

Punto di mezzo i O, M, come Vedesi nella figura medesima. 
Quando M coincide con O, (fig. 556) le sbarre O; A e O, B si 
trovano Sulla stessa retta e Costituiscono una corda del cir- 
Delo 0104); 0 circ i centro 0 tangente a tale corda, se- 
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circolo 
gherà il circolo CO, in R ed S che appartengono al 
Inverso di CO, ossia : 


00; : OM=0@ 
; di CO, 
ll tracciamento della circonferenza C; (0; RSZ, essendo 
“può ottenere solo limitatamente all’ arco con l'altra di 
Ve Zle intersezioni di tale circonferenza OC, 


Fig. 556. 


V, Zi 
i punti 1? 
terminare trian- 
Centro O e raggio OA + A0;. È rigo Si costruendo Il 
Indipendentemente dal circolo Ci (Ci 

8olo COI, nel quale: LIS 


Lori S. 

€ facendo poi ]V= 2.401, 200- to sul teorem® i lati 
— L’inversore di Hart è an OSTP i 

In un trapezio isoscele artico Di iabiti, 

€ le diagonali hanno lunghesi ze per un i 

condotta parallelamente alle i 


39 — Gurksi., — Matem. 


cui 
una FOElO, di 0.5, 


ra IRE Ep IT! 


lea filiere e pene da EE SPO 


dimo 


dà un Prod 


Otto ab. ace ch 
Pezio form 


e è costante, qualunque sia il tra- 
ato dalle“quattro rette date (fig. 557), 


nP 


Fig. 558, 


Siccome dba. bad=ab. 4€ SÌ può Prendere a 0 6 come 
polo A inversione. Questo inversore Viene detto anche contro- 
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parallelogramma poichè risulta dal ribaltamento del semi-pa- 
relle ogramma OPU attorno alla diagonale OP. 


Se 0, S sono fissi, il luogo dell’ intersezione / di 07 con PS 


è un’ellisse (fig. 558) e un punto qualsiasi della P7° descrive una 
inversa di conica. 


Se 0, 7 sono fissi, il luogo delle intersezioni M di O S con 


PT è un’iperbola (fig. 559). Se .inoltre si ha 07= PTV2,iL 
punto di mezzo di PS descrive una lemniscata. 


Fig. 559. 


de 
un romboi 

Estrattori binomii quadratici. lane pi que M, N dei 
48CD (fig. 560). Articoliamo nei pun AB cioè AM,e arti 
Suoi lati minori que sbarre di lunghezza 3 


le: 
ster, nel qua 
coliamole in O. Avremo l’estrattore di Sylve Ù] 


o ss O A° = Costante 


ene Prolungando i due 1 
FOMboige, di Quantità ad 


ati adiacenti 
essi uguali rispetti | 


D 
Fig. 561. 
Si ha la 


relazione seguente fra i tre punti (0) 
che Fisultano in linea letta : 


»D, P (fig. 561) * 
di 
OD° _ DP°_ Costante Rab di 
Inoltre, Se, come. nejla fig. 562, facciamo BC=33 V?2, il 
Punto p descrive una lemniscata, q 


Uando Cc, p sono fissi. É 
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ovvio che la 
sbarr ° 
colle a CD 
gano due articolazi ciù ATTI come tutte quelle che 


Guide 
lineo e per trasform : 

ontin are il moto circolar a 
del pu uo. — Se colare continuo in retti- 

nto M si vi nella fig. 556 si de 
00 (he. în. con questo invrsore d | OO Eire ll 
del la prima oi inversore di Peaucellier venne to 
in ento pra roblema della trasformazione rigorosa 
ne Ouvelles Ann Pie are in rettilineo. Enunciatone il principio 
na diede i dpi Hei Mathémat. del 1864 p- 444 il Peau 
entre Lipkine olari nello stesso periodico del 1873 P- 7%» 
pio nel 1870 di Pietroburgo aveva trovato lo prin 
Ylvester, Ha e ne aveva dato la teoria nel 1871. Gli inglesi 
Lo stesso se e Kempe svilupparono queste ria- 
quali, ad es isultato si può ottenere on disposizi 
boide come v quelle di Kempe costituite da UR doppio rom- 
boidi sono vedesi nelle fig. 564 e 595» Nella i due rom 
sbarre sr ATE , BCEF; il sistema è completato ©oN 
sendo fissi / BO che formano con 48 » °D una losans88 PS 
dicol si De O, il punto £ descrive 18 punteggia ta 

are a DO. 


neo sid 
tr 
ME 
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cir fig. 565 il sistema dei due romboidi è completato con 
le AO, EO che formano con FA, F£ un parallelo- 


Fig. 567. 
AQ 


D C o 
, D descrive la Pere 
gramma. Quando E, 0 sono fissi, ig seri abbiamo veduto 


Pendicolare alla A B che passa P* pinare due 
combinati due romboidi, così possiamo ic : 


pii 


e EE 


a 

Osì pur SÌ po sono nare un rom 
PALIO ParAllelogrammo A P ompil tando ij 
gramma D el qual Caso, fissi D e 
la Perpendicolare sull O che p er O (fi 

ltri sist mi articolati furono ideati da Sylvester, 
a Hart eq Itri per tr. SPOrtare una lunghezza su 
direzio Parallelam t Sè s modo .ch 
Punto de a Perpendicolare alla sua dire 


ciare Per un Punto dato una retta formante angolo 
Una retta data, ecc., ma sono in generale assai comp. 


uno di questi 
Punti a due degli altri rimane Costante, Infatti, p. es., i trian- 
B, MNC danno: 


ML MB 
MN MC 


TaPpporto Costante . così pure Si ha: 


LM BM 

Lea 7 

Ji 

Papporto Costante, ecc. Su questo teorema è basata la costr» di 

zione del Pantografo, strumento ben noto, Che permette di ri- 

Produrre Tapidamente un disegno ampliandolo o rimpiccio- i d 
lendolo in una data Proporzione, ì di 

Fissando, ad esempio, il Punto M 6 facendo descrivere al S 


Punto z una figura data, il Punto N descriverà una figura si- SI n 


n WI 


mile alla prima. Le due figure omotetiche descritte da L ed N 
avranno M per centro interno di similitudine. » 

i Fissando L, i punti Med O descriveranno figure omotetiche 

Îl cui centro di similitudine esterno sarà ZL. Lo stesso dicasi 

per il punto N poichè si ha: 


o PCs pes 


da cui: 


< 
z 
a 


Ossia* 


; licazion 
apporto costante. Goneralmente, in pratica, Ù nasa a ssenrr* si 
Meccaniche ABCD è una losanga; ma le stess 


f hannoconun parallelogramma. 


A 


Fig. 568. 


a el 1601 e divulgato 
Il pantografo fu inventato da i 1830. ayteente iblique sd 
Nella sua ‘opera Pantographice (ROm8» tetie 0 Si x 
dific® in varii modi, così da set . 
Nel qual caso gli ba dato il nome 


013% 1% Più pandi del ; 
Sarà scelto come punta tracciante sul m 

le matite 3 4 10 copie liSPettivamente due, t, 
nale. x 


R 
OMPICAPO GEOMETRICI 


Trasf 
ormazioni 
azioni e scomposizioni di Poligoni. 


L- Tra 
sformare 4 
are un poligono in un triangolo equivalente 
voglia trasformarlo 


Sia A 

À; À 
nel Fi As il poligono dato e si 
Vertice B pro: con la base sulla: retta A As; un 
o su questa retta e un secondo Tertiie in 


B 


un pu i 

bai po 0 asse nell’ Ligono. CON 

0A, che 2a del poligono s B una pare 

tali eterminerà sul pro 

ui o si conduce la parallel 
e sul prolungamento di Ai 


lungament 
a ad 0A: 
A} il punto B;. 


MR di 
GARA NI 
Tg 
ebreo 


giunto 0 
llela 3d 


i conduce 
o di Ai A, UN î 
e così vi fino ad 


Porziona] 


e tra 4F l’altezza del Parallelogramma, si traccia 
un arco, 8ando i ZL la Smi-sirconferenzg descritta SU AF 
come dia etro Ndotta A 

diviso l’eg n 


= ZF. Risulta così 
»2,3,4,5 Che si possono riu- 
modo indicato Nella > 


gura 


—tat = 


Il - Seomporre un pentagono regolare in sette parti tali 
da poterle riunire formando un quadrato. 


s ini 


Sia ABCDE il pentagono dato (fig. 572). Prolunghiamo la sua 
fgonale AC di AF= AB e conduciamo EF. Risulterà il tra- 
Rzio CFED equivalente al pentagono dato. Conduciamo allora 
Ripunto medio H di EF la parallela a DC; avremo in tal 
Modo il parallelogramma G/CD equivalente al pentagono. 


B 


Fig. 572. 


su GD °° 
Descriviamo una semi-circonferenzA e di raggio 
© Seghiamola in K con un sa da e l’altezz® 
alla media s le tra 18 o s © 
proporziona amo 5 drato 

gramma GICD. Conducendo GK oto costrutto il girzorio con 
che corrispondono al triangolo è ome si poss s P 
DK come lato riesce facile vede 7. 


Ì segmenti del pentagono: f © * 


IV, — Dato 


Si Opera 
tendo dai 


il Problem 


rettangoli uguali, 


quadrato O i 


un Quadrato 


la SCOMPOSIZIO 
Punti di Mezzo 
a anche Sotto 


TIA 


si 6929 — 


scomportlo în venti triangoli uguali 


ne come 


de latj del Quadrato. 
Questa forma : Dati 


, Coi cateti Uno do 

inque quadrati ug 

sua seconda p 
i 


arte, danao gi 


. 


e indicato nella fig. 573 par- 


Si può mettere 
venti triangoli 


'Ppio dell’ altro, disporli in 
Juali. La fig. 574 risolve il 
dì più la disposizione 


ei" 


ai d 
ue quadrati; quanto alle fig 
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V- Dato 
Paro -un quadra 
in altro modo, ri na ABCD scomporlo in È 
PI oducano lo stesso G ao che, riunite 
sa Juadrato in POR y 
Ss. 


Si costruis 
sca il ( 
Mssente per quadrato PQ 
: )RS 
I uno dei vertici uguale 
pia QT= dark D del genre còn un lato 
ì ancora A V in “a si tracci la met agito PQ 
La recai te pae SA 
i arallela H M 


Fig. 575. 


adrato ABCD in un trian- veto 
5; di questi, il primo è co- “ta 
ure 2, 3, fr 5, è facile Ve 
etare il quadrato PQRS. 


ad AR 
. Sì avrè 
ima, (sh così scomposto il 
ttro quadrilateri 1,2 5 
Ly 1 


der 
e com 
e si devc 
devono disporre per compl 


Vi 
» — Dato 

u ; 

n triangolo rettangolo Der, cateti por 
npenientemente unite, ; 


8a 9 
Aeg în tre figure che 
un quadrato (fig. 576). ; 


I. Soluzi 
Medio di AD — Siano AB=9 BC=* 
€ conduco m la parallela & BC. Divido ppintre pa Hi 
p,nr parallele @ , parimen divido Bei i 
le parallele ad ,eF+9E* Ns. 
che divide îl trapezio 


quattr 

n uguali e conduco 

DECB in E° la spezzata 

nella fig n parti. Disponend0 queste © 
. 577 avrò il quadrato di lato 6 


air nn sil] v - 


A 
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Rrpendicolare su BC fino in Q. Faccio poi BR= Be e con- 


Îuco la parallela RS ad AB. Dispongo infine le figure vero 
POSRC, MSRB nel modo indicato in figura ed ottengo il 
quadrato voluto. 


MR Dati due triangoli ABC, ADC di base comune e di 
altezze uguali, si può scomporli in elementi socrappont- 
bili. (Gerwien). 


DA 
| \ 
/ [A 
K % a I 3 vi 
PA $ È: o ! I, 4 & 
A\ o 
LIE 


Î 
Fig. 579. pY 


4 rà 
Lele incontre I 
ffondotta la congiungente dei vertici B © pt ciascuno dj 
) > o “ciare 0 
Ola base comune A C, basterà traccia Itro. Si otterranno 
i dell’a gura | 


ca triangoli dati, le parallele ai lat ‘1 
8Ì quattro triangoli, due a due sovrapp® i) 
Bono designati coi medesimi numeri. oli dati riuscirà 
Se il punto O cade in C, ciascuno del tene o, ec quando 
scomposto in due soli triangoli anzi© 
Cade fuori di AC la figura riesce MO 


ibili, che iN 


Vili. — Loculus di Archimede. attilio Fortun 
Secondo Mario Victorino av seco o n g 
! secolo) Archimede avrebbe It mediw% ec 


©he essi chiamano Loculus ATch 
40 — Guersi. — Matem. dilett. 


DE gi 


Ii 


" d’avorio sUddiciso 
Sorme Poligonali As8ai diffi 4 


riprodurre 
Primitivo, 


» trovò una ve 
sull’argomento 
One di sc 


apporto rp 


- In detto libro } 
mMetra gi Prop 
siano in un r 


azionale con la 


A p 


B T 


fi Quadrato dato e G »S, Pi punti di 
mezzo dei lati BC » CD, DA; conduciamo la diagonale AC e 
le rette PB, PG, PC; PB e Segando la diagonale in Ned 
» Uniamo 8 al punto gi Mezzo H gi AN, G al punto medio 
O di PC,e Q ad S. Facciamo Poi passare Per A e 7° una retta - 
i fra Tey Ove sega la B; uniamo T col punto 
Medio F di PB; conduciamo la BOQ limita 


tamente al tratto 08. 


în 14 pezzi di 
‘Penti, pi 


Oposito, quando nel 1899 
rsione araba d’un libro 
immortale Geo- 
quadrato in 14 elementi che 


Avremo così scompartito il quadrato dato in 14 porzioni, 7 pel 
inno se se ha rettangolo PC, chie soddisfano alla con- 
v Ue: probiema, Sia È l’area del quadrato dato: avremo: 
I° Triang. ( SOT triange. DCP = { i 
ki; 16 
<BC=405; QC {QS; SC=3Q$S; triang 0SQ= 
| 


Z-- triane. CSO = 
** Quadrato DQO P = triangolo DCP — (triangolo CSO + 
"% IRR RE \rz Ls 
È : | i) x -* È 
È 3 ) — 1 
E” 4 lriang GMR©= * - triang. CORZ;:7£ 
= vi thi 
© triang GCR = -- x. Infatti i triangoli simili MOR e pa 
danno: 
Di MO “0 ; OR È M R 
; MO 1 LIES 
| O | Na * r: 
“Uque triang. GMR = triang. GCR = triang. COR; trian È 
00 G ITA | } c 
glo GMR =-; GMC. Ma triang. GMC = - trians. ha 
4 i I 
VAS | ba i 
g 2; dunque triang. GMR = triang. COR 2 ;j £ e tria È 
Bolo Gcr= 15 di 
Fe a GMR = gi 
i ‘ Quadrato MROP = triangolo PGO — triangolo È . 
— Peng i 
Sa 4uC= x 
Bo Tni 2 8, | 
‘© Triang. MPN= triang. GMR= 1A x. 3 
4 da i simili VTF ® 3 
°° Triang. VIY = 1 5 Infatti i triangoli simili È 


VB A danno ? 48 


a. , 
| — trians. 
dunque triang. VTF = : triang. BTVE 3 b 
-_ 4 3 
< }j; triang. PGBR= L£S 

12 ©. PGB= Lx 


_ 1 
0° Triang. BTV=2 triang. VIF= 3 


{1 o . 
— 45 1 triang oli À 4V Pi e G (A R i 
È I 19 x poiché 


gi Me SR 


golo ANP= I 


b 
DI 


‘se Pentagono NMGTF = trapez. PGTF 
i BGP — triang. Mpyw Ba. 


0 -— Ra 


— triang. MPN = 
S| 
>= R > 


Fig. 581. 


A. 
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In questa Az 581 sono indicati in quarantottesimi dell’ area 
del quadrato i valori delle aree parziali. 

Nota A. — La costruzione indicata, e i relativi risultati val- 
80 per un parallelogramma qualunque. 

Nota B.— Si possono dare ai 24 pezzi ora studiati, altri a 
s'uppamenti, come ad esempio, quello indicato dalla fig. 582 
neui le aree sono come 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 12; e dalla fig. 583 
Nella quale sono come tre numeri uguati (16). 

ÒX.— Problema di Hart. Dati due poligoni simili, 3com- 
porre il maggiore in modo che con una conveniente dispo- 
sizione degli elementi ottenuti si possa comporre un terso 
Poligono simile ai dati e che contenga nel suo interno il 


minore, 


€ 


pr={0 Seti 
= # 


= 
=== 


da lui ri- 
1877 venne ‘ 2 
Questo problema proposto da Hart nel Legipil ne ircoseri 
teo soltanto nei due casi di poligoni * sona 
Polli al Cerchio 
î ; è n D 
oligoni circoscrittibili. gueoai È ; i 
© 585) i due poligoni simili dati; >? 


B' 
Fig. 585. 


I poligoni tratteggiati, 


scono un poligono simile 


iron... 


da TT ter atazzi TERI a RE inn — 
serena beam Menci < oz < 


ROTTE, 


pdc 


dl n e TR 


bin crttà 


A" pr C" D' kr 
per la ‘Similitudi 


è uguale al p 
ne 
sono supple 


(0) 


disposti come n 
ai 


dei triangol 
mentari epp 


abbassiam 
Sui 1 


ù OF, da Fin a, e 
da Mina: portiamo g su 
M in e' e su OL da Line 


e così di seguito rispettivamente 
sui lati omologhi, 


Otterremo così dei 


triangoli 
rettangoli du 


€ per due uguali 
AMa , AFa'; MEe EBgstti 


Quindi 1’ area della figura poli- 
gonale tratteggiata equivale al 
Poligono A B CDE. 

ella fig. 586 costitui- 
gono interno ad esso 


INCI 


dati e il poli 


gno dato 4 Br © Di E. infatti 


ì AFa! , KFb Bli angoli Aa' 0, & 
erÒ 4, 5 3. è una retta 


com 


1 


— FRI E 


‘ ( 
BFC, ecc. Il poligono A, B, C, Dj E, e poi simile ad ABCRE 
perchè : 


A 


Aj=A Baia 


Quanto ad A" B"C" D'' E", esso € 


i e 
essendo A” — f come supplementa” = A'B, 00°: se, 
F\ A!" M,= FOM e A" B"=a'b="M us ed Fio 200 Con- 
Anche A, B; C, Di Ei è circoserittibo circolo iseri 
. î a 

sono i punti di contatto dei SUO! one si è ja OF 
dizione di possibilità della costui minore sel ragg 
fra le distanze m,n,P 9? ligoni da 

Ù go 
circolo iscritto nel maggiore dei po 


= 632 
Poligon Iscrittibili. Siano A 8 CD.,aA'B 


E) iL Seguendo le medesim 
tazioni del caso pre 


7 D'; 
rs 


| 5 
- 


©, 
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liggiata Aaa BD'. . ì : 

î. 597-588=580 in sii Ù cui elementi disposti come nelle 
dimostrare in modo a nno il poligoto dee E 
fine nel primo ga a quello seguito per la dimostra- 
ifruzione si è che ni . sa condizione di possibilità della co- 
Osui lati di ABC apr az delle perpendicolari abbassate da 
dente lato di A' B' c' = maggiore della metà del corrispon- 


68) — 
i 


=D 
ato un 0 Pr. 
dolo coi nie gani trovare un punto tale che, unen- 
quadrilatero i di mezzo dei lati ne risulti scomposto il 
tero in quattro parti fra loro equivalenti. 


topa ; : ; le parallete 
punto cercato si ottiene come intersezione dna paronale 
oG 


co ; 

“anca rispettivamente dal punto di mezz 2 
(he ca Dimostriamolo per una elle quattro Pitre. condu- 
ciar 590) ; analogamente si dimostrerebb® pe Adi ad 10: 
mo la FG (che sarà parallela ® p) e 1 


Avi SèMO : 
sul 
FCGIZ% ABCD 


ella fig. 594. sj hanno così 
a contorni circolari h 
stione Proposta come sì gi 
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Poiche + 
IBCD = + ABCD è  rFCGI = + IBCD 
Ma si ha pure roGo= FCGar 
mune FG 


Perchè hanno u 


e i triangoli FGO, FIG 


na parte co- 


sono equivalenti; dunque; 


FOGC = + ABCD 


XE, 
d 


_ Scomporre Un circolo da 
; 


parti €Quivalenti fra tor 
feria. 


to in un nu 
0, tanto in a 


mero qualunque 
rea che in peri- 


a; PNT PO 


Fig. 59. 


si deve dividere, per es., 
54 Sivide A4' in Sx? = 40 parti uguali 
:Rer, , indi dr, 2r,8r,4r 


soddisfano alla que- 
ente, 


ix 
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Pavimentazioni geometriche. 


La riunione di pi s s 
ioni parigi gain. di varie forme poligonali presenta 
Mitica se ievi difficoltà epperò si presta ad un’analisi 3% 
Loos ii 3 sommariamente. 5 
iotioni dacia comunemente usate per pavimenti o de- Bed 
triangolo equilat iche in genere, sono le più elementari, cioè : È 
quilatero; quadrato; esagono e ottagono regolari. 


Cominci i i usi 

nno con lo stabilire che il triangolo, 1 di ormare 
Fenasd x - ; i ano Uu 
ono i soli poligoni che si poss in altri termini con 


disegni q° igoni 
un medesimo tipo di poligoni; 
Pntagoni regolari, ad es., con ettagoni, ottagoni, 000: 20505 = 
Sasa comporre d segni senza lacune. Si dico RO 
elle unioni di poligoni nelle qu‘ 


% 


SLI i gi 7a ita 
ba E e 


— Sea 
Vergono Qli steggj angoli ; esse Possono inoltre Ottenersi so. 
di : 


Così, per esempio, nelle fig. 292-598-594-595-596-597.508 l’unione 
€ isoscele. Si può Verificare Ja Condizione di SOVF&pposizione 


=@= 
ANA 
DE 
VI 


NNT 


Fig. 597. Fig. 598. 


== 
97 


Uguale qualunque del trasparente . SÌ vedrà, facendo ruotare 

quest’ultimo, se in tutte le Possibili coincidenze dei due poli- 

BONI se ne trovi almeno una che gia una SOVrapposizione per- 
indefinita. 


» ad esempio, l’unione non è isoscele, E 
In un Poligono legolare qj » lati, la somma degli angoli è 
data da Mn _-2) ©, ed Ognuno gi essì da; 


A - 2)r 
mR a 


st 


— 637 — | 
Vfiigi 
Perchè sia possibile riunirne diversi, uguali, attorno ad uno i 
stesso punt o è necessario che tale espressione rappresenti una | | 
parte aliquota di 360°; si deve dunque avere: td 
n — 2) 7 2 ; s' ; | 
Ò k ossia i e 


ove Xe è 

dove & è un numero intero uguale a 3 0 maggiore di 3. Per 
k= —_ 

ris i si ha n=6 e per K>3 si han-<6, dunque non si puo 
'Solvere il problema con poligoni di 7 o più di 7 lati. 


Vizi 
AN] £X D/ 7 
p®: VESEA D, 
A_N CIO 
da SL 1 £V D 
17 ISIS 

(4 / a 
Qt 

dat) 


Fig. 600. 


Fig. 599. 


Sen è dispari, | e la 
n è Fieperi, i numeri n — 2 ed n sono primi fra loro € 


ì i = . . Do 
lazione — n “ è irriducibile; quindi 2 e È sono equimultipli 
din-9 . 
« @ di n. Per conseguenza: 
te n= 3 
kanx2 ila 6 


Se n è pari, poniamo n =2m; avremo: 


SAefeazione ce. essendo irriducibile Sì ha: 
m 

-2m=4 
MA = abs nica 4 ie cs 
ossibile associare poligoni! 


Si può anche dimostrare che è IMP 
Stellati con poligoni convessi. 


Se e come si 
di parti 


nare quali poli 
are. La relazione 


condizionale d 
1 1 ‘ i ; 
ENO tg sea 7 
e 
b> 6 con Mes 
È Per b 7 1 sa 
o i 
1 
© si 
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1 1 4 
ET LE E o 
e 6 8 o 
>» b= 10 dee ai c= 15 si 
e 6 9 De 
» bem tt‘ efrazionario È 
e 6 10 
» ba 12 = 1 SS 1 ca 12 
e 6 it 


Fig. 601. 


— 12 cioè 
Mpa =12,e=12 € 
La sola combinazione possibile è @ = 3 » o. Pera=4 si ha: 
triangolo equilatero e dodecagono regolare. i 
3566 si 
di + Cri = 

a i È son la relaz 

€ combinando questa uguaglianza con 

biamo: 


jone b= c ab- 


4<b=8 
} È issibile 
Per 6 = 5, c = 20 associazione ina missibile 
*»-_ò60-6,c= 12 associazione inam ;01 E” 
» n=t,c è frazionario n. possibile (A: #00 | 


- 8 é la sola Com 


% 
3 
| 
(e..) 
. 
d 


Per b&b = 5 s ( 
Ponendo infine a — 6 si trova b= 6 » C= 6 che è Ja comu- 
nissima associazione di esagoni, Riepilogando abbiamo dunque 


Queste sole Combinazioni Possibili ; 


a=3 b= 12 ca 12 
a=& b 8 Cca= 8 
a= 6 b= 6 c=6 


[iS 


= 


(0) a = b=3 C=4&4 d = 2 
(3) U=.3 db=3 e 6 e = 
(3) a 3 b=4 Co='4 d=6 
Sgt a= 4 been gi 


Con la combinazione (*) non é Possibile risolvere il problema. 
La (**) dà luogo alle figure 602 € 595. Nella Prima i due frian- 
goli adiacenti Vengono a costituire delle losanghe. 
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La combinazione (***) dà luogo alle tre associazioni delle 
fig. 603-604-605. 


LSTTZA 


Fig. 604. G% 
i o € 
i i non si hann 
Con associazione di cinque poligon! 

Combinazioni : " 
es 
bad Ge ei i 

a =: ° = x dad e= 

A== 3 = 


41 — Guersi, — Matem. dilett. 


c=3 


1 


<> Ba È ST 

delle quali la prima fornisce le disposizioni rappresentate nell 
fig. 606-607-608 e la seconda quella della fig. 609. ESE 
Lperoo +3 d 


si 
== 
— ene” CR resezione 
c_—— => reti == È 
== == (£—3 f> e 
= = "== ——_— N 
EE Pv} A 
=== = = "—_ TG 
OS Tresca enna => 
CÀ, = =_= - 3 ASS 
—=” > OS] = 
\$(=== fo“ nn p__—J 
= = Aa” =—=-" = 
EJ 7 F>SCES 
= D  __ = ===. ai 
i N 
inieginni 
es 
ce 


n 
Il 
x 
\{ 
L 


\ 
} 
I 
I 


i 


_——r=_=o” re», 
[5 ÒEPSTEC | 
2 ‘_r_riîii||% 9£(ZDd 0] 


i 


| = 


Ì 


AVA 


= 


7 
nd 

Sal 

al 


| N A i | 
va Le l “Va 


— Con sei Poligoni l’unica soluzione é - ì F*9 
Pedane nri 
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SS 
We 


i 
nl 1 L 


| e 


e] 
is 
== 


EE 


== SAT 


V/A iv 
\A/ 
\/_\D/S 


[N 
\ 
\D/Y 


Poligoni sferici associati. 


tsoctazione di poligoni nel piano 
ema relativamente alla sfera, ci00 copr 
regolari sferici che sì possono mpteg en jasi i 3 
non utilizzando che poligoni ug sra ue d'uno dei po sl 
numero attorno ad un vertice qualun po - ssa 


= a 
Per trattare di questo 
questo teorema da’ 
numero delle 
delle facce F 


Problema oe 
Eulero: in 


costole C aumentato di 2 
aumentato del numero deg 


pes 


Siano dunque : 


» il numero dei lati d’un Poligono. 
K 


il numero dei poligoni attorno ad uno stesso vertice. 
m il numero dei Poligoni. 
A l’angolo d’un Poligono. 


La SUperficie d’un Poligono s 


ferico essendo contenuta m volte 
nella SUPperficie della Sfera, avremo: 


2 rit 
m 14 du 
7 sin 
da cui: — 
CU 
84 co) 
suture 2d) 4 qa ° eg 
Ma abbiamo: pri 
tra 
A ti 4 K (*) i 
e node = a 3 -- Cla 
1d È dunque m 2nFA2 ka * 
. Var 
Per n=3 si ha: ì 
Cor 
n EE sfe 
gi Spi 
: ; dare laz 
e dovendo m essere un numero intero, non Sì possono i 
a K che i valori 3, 4 e 5, ai quali Corrisponderanno per m 
valori : 
mz4& lo = 8 mz= 20 me 
Per n= 4 si ha: 
2:K 
m= <> _ 
4-K A 
€ non si può Assegnare a X che il valore 3, da cui m= 6. 
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Pern=5 si ha: 


m= mu do 
(0-3 


è non si t ; 3 
ò i può dare a K che il valore 3, da cui m = 12. 
ern=bsi ha; 


K 
mz= — 5 
3—- K 


ION si nia 
pedina a K alcun valore, il che avviene pure, for- 
ricoprire a pi itegiaizcce. hanno dunque che 5 maniere di 
Ugual nur era con poligoni regolari uguali, disposti in 
nero attorno ad uno stesso vertice. 


Osservazioni : 


fi che esistono soli 5 poliedri regolari; conside” 
due a A ara regolare iscritto nella sfera, © cougluBe a 
simo : bi DIO VOTA consecutivi con archi di circolo n Ù 
cinque ma coll diviso la sfera in poligon! regolari pagane 
torrispondone di dividere la sfera in poligoni regolari - ne: 
esistono ono dunque ai cinque poliedri re ien 
u altre. 
eo I gita non cambiano quando nel pren 
tra loro e condizioni che i poligoni siano rego sg 
ciati ada si lasci quella che ess! debbano 
Per Rie RUINOZA attorno a ciascu ce: basta 
vare che È sula fon tutta la sua pre e iderata 
Come un Moore d’ Eulero Sl apri ; poligoni 
sferici ch dI iedro a facce curve le nr 
spigoli sti, a ricoprono, di modo che uf 
lazion di tale poliedro, © quello delle costo”: 
e: 5 
(| 


golar 


s+m=Ct+? 


x i jiamo* 
sendo m il numero delle fece» Ma abbia 
m DL.A 
n - ASTI 


S=_R 


€ sostituendo nella (**) ricadrem® nella (*)- 


I poligoni massimo e minimo, 
punti a, b,c d,e,f,g come nella fig. 
e la linea poli, 


‘gonale che ti unisce racchiudendo i 
o la massima superficie ? 


Dati 7? 


Fig. 610, 


Fig. 611. 


=. 047 — 
perficie mi- 


Alla dii 
a,f,l sti 7 corrisponde ia 
i quadrelli 


tina di 12 quadrelli. Si 
e . Si ha una su nf 
Mi coi tre perimetri: perficie massima, d 
q,b,c,d Pe) 
h9,4 a,f,b,0,d,0,191% 


’ ’ 


a,6b,f,Csxd,Cgif® 


Fig. 612, 


Passando per A permetta di far 
Cadere 2 sulla MN in C. Si com- 
Pleti il triangolo Piegando se- 
condo Bc. 


BAxAX=BN? 


) poi secondo B E e quindi sulla 


s in modo Cioè da far coincidere A sulla BE in H. Segnato 


questo punto Sulla BE gj Piegherà ancora il foglio secondo i 
: J 


(1) Resti sotti 


Nteso ce 
chieda i] foglio deve essere 


ascuna ripiegatura che la costruzione ti 


prima di Procedere ad altre Piegature, 
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Si segni ora il 
renda. BQ= 3 Lago» medio P di A X portali ca 
=, da Uta i i ì 
. Risulterà PQ lato del punite. x e si 
ha che vo- 


gliam 
10] Costrui 

e. Basterà piegare il foglio attorno a P fino a 
avrà S su BC. 


che Q 
cada sul li : 
l lato AD in R e in modo simile si 


D, SE c 
| I 
: Eresé SA |F 
N # 
a 
dA Fan 
GX B 


Fig. 616. 


No Pa 
n resterà che a piegare attorno ad R fino 8 portare P 
etare il pentagono piegando 


Sulla È 
mediana MN in Z e comp 


Mer e 


> 


I 
| PR, RZ, 28, SQ. Nati 
caverne quel 


onvesso sì Può rì 


Essendo Poi uguali i due triangoli ZRP, ZSQ si ha: 
zz“ 


Z P= ZS0= 6 900 


mezzo, suc 


en 
1 facendo € 


secondo ML oincidere AD 
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G in R sulla LM 


ha, , x 
liendo coincidere B C con E F. Poi si porta 
cioè secondo 


Hin Ss i 
or ulla N P_ piegando opportunamente 


Fig. 617. 
ot 
& psone regolare. — Sì piega il foglio (quadrato ABC? S 
8. 618) nel mezzo, secondo EF, GHi poi secondo EHE 2 a 
HFesi forma 


Be Cc 
, GE. Infine si porta HB a coincidere CON 


» piega HO; simil 
j o e così via. FOPEQG 
facile dimostrare. 


I rn n I gni 


Fig. 619. 


IL Em PI tt pitt 


1 
; 


Fig. 620. 


Decagono regolare. — Da 
cilmente al decag 


AX = ABXx BX 
Pieghe xx » YP Piega attorno ad A in modo da far & 


ndere X sulla MNino, che si segna. Pieghe AQ, 
OX , (0) È. ecc, 


Dodecago 
al ni no regolare, — Dall’esagono si passa facilmente 
cagono come Velesi dalla fig. 622. 


I poliedri regolari. 

tagonale (fig. 623) è facile a co- 
struire in cartoncino (1). Un po’ più complicati sono i dode- 
caedri stellati che da e9s0 si deducono. 


Il dodecaedro regolare pen 


(1) Vedasi il Manuale del Rivelli Stereometria applicata allo sviluppo dei so- 
lidi e alle loro costruzioni in carta. Ti Ediz. Hoepli. è 
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Il dodecaedro stellato di terza specie a stellate (fig. 624) 
si ottiene prolungando tutte le costole, ciò che fa lo Stesso, 
tutte le facce del dodecaedro 


Fig. 625. 


A Mie lirica utili iii nz 
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Il dodecaedro ste o di 

; simone ) stellato di teraa specie a fasce convesse (fig. 616) 

to, riuri pani il piano di ciascuna faccia sino al sem 
o dei piani d si a 

Ansa I delle cinque facce che contornano la 

Il dodecaea È 

% pensa s settima specie (fig. 626) è quello risultante 

gamento delle costol ind ) 
n ngament ole che in quello si 
ormano i lati dei dodici pentagoni i prat 


Fig. 626. 


gl posnedra (fig. 627) si può ottenere congiungendo i centri 
1 tutte le facce del dodecaedro ai centri delle cinque facce 
adiacenti; la sua superficie consta di venti triangoli equilater! 
luniti per cinque in ciascuno dei 12 vertici ; le costole sono 
30 come nel dodecaedro. Abbiamo dunque Un solido con lo 
Stesso numero di spigoli e di facc@, delle facce È spigoli ea 
dodecaedro, e con lo stesso numero di costole. pall icosaedro 
Sì può ricavare un nuovo dodecaedro congiunge 


ndo i centri 
* i, ecc. 
delle sue facce ai centri delle tre facce adiacenti, &“ 


ENT e a o 


ERGO 


Fig. 628. 


x ene l’i )sa d p 
( 
S tt e osae ) st (6) settima specie fig. 628) 


prolungando ci 
“o 5 ciascuna facci Dr 
i piani dei tre triangeo faccia dell’icosaedro fin i 
triangoli che stanno attorno alia n csgaegarii 
cia opposta 


a ac ì 
quella che si considera 


Il 
volume della sfera secondo gli Indù. 


Ecco il 
i procedim 
Lezioni. di ento esposto da 
pr ni di tochimetria (1876) pe forio Lagout nelle sue 
Sera, Ispirato a quelle par I volume. Gela 
«Un frutto di plat (o) del geometra indiano Bhàskara 
Midi ns atano è form sini 
È agglomerate attorno al pin sal ngn SE 
bla ‘alla ili 5 leo centrale. Passando 
colissimo, Mpng si deve supporre questo nucleo piso 
lebber MICONEDSE ad un punto invisibi e 
# VEE ced i vertici delle piramidi vigne 
M uppo Pi a 
scritti sul o sfera essendo uguale a quattro cerchi de- 
Farncenians Fa ; nera uguagliato da un ripiano formato dalla 
circoli. Non re bin assi, uguali ciascuno all’area d’uno dei 
Piccio € per « La digita. che a uguagliare tutte le piramidi a 
per le basi Juesto le impianto sul ripiano. Esse saranno unite 
‘Cat tr fr: non lasceranno alcun vuoto. 
n 1 
Fece o esse presentano l’aspetto d'una mascella di 
(della Se a quale occorre mettere arditamente la mano 
lezza: ros DA appiattirle uniformemente al ter30 dell’ al- 
a mascella, vale a dire la sfera, mutata in un 
gio. Si avrà dunque, 


altezza il terzo del rag 


Pipi 
piano avente per 
bra tachimetrica: 


Medi 
diante le operazioni dell’alge 


\ = ripiano x + del raggio 
) = 4 aree di circolo x + del raggio 


/ = , x (4 aree di circ 
\ 3 


Sfera, volume 
olo x raggio) 


si formanti ciascuna l’area di 
drillo vi farà ricordare delle 


«Non dimenticate le quattro 85 
dole al terzo» 


In circo 
prtonlaa la mascella di cocco 
e che si agguagliano appiatten 
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i" A SA 


ori 


Reni in 


uoi ang 
l’esagono si abbassi } 


Fig. 629. 


Il poligono AMGH..... Ye 
poligono spi 
MGO 


Si essendo 
Za 


V 
Riesce quindi facile determinare l’area d’un poligono spir. 
Qualunque, quando si sia valutato il Fapporto costante |. 
l’area del primo triangolo. 


_—___ 


x = 0A =0M-. 


è "CRA 
—_—r. 


- (1) Hispoire de l’Académie des Sciences de Paris 1727, 
= ha 


" 


Poligono i 
spirale- ; 
af i RE tro: — Si ottiené un poligono spi 
ando sul raggio OA il + GIM;A; detto uncino dal Du F cibo 
cessivamente le seat riga OA,=0M e conduc z por- 
ele A, M, ad AM, M, endo suc- 
’ Gi ad MG. -. | - »- 


fap. fra le aree dei d 
ciiqueli ossi Y, è quello ste 
compresa orriagandiafi ani A 
Ossia l’area di perimetri dei due poligoni 

poligono spirale-uncino © data da: 


essendo: 
W = area poligono ABCDEF 
wi = area poligono MNPQRS 

x = area poligono AM ES Yi 


198 LE 
E 
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anno per l’area dell’ 


Cosieché si h 


Per i vari poligoni regolari: 


Triangolo 
Quadrato " 


Pentagono 
Esagono 


Misurare un angolo LIL, 


Dal vertice M 
Più che sia Possibile, si q 
lati LM, NM dell’a 


«i I 
Q—-+_ 


in 5, 8, 12 e 15 p 


Si porta Poi l’arco OP sulla 


dell’angolo come 
escrive 


Ngolo in0e p. Si di 


arti uguali Prendendo come origine il punto 0. 


Uncino i seguenti valori 


QO= 3. x 

Qa= 
5-2V5 

2a —_= 
3+2V5 


M N senza rapportatore. 


Centro, con raggio grande 
una circonferenza che sega i 
vide poi la circonferenza 


sg 


circonferenza tante volte quanto 1 

€ Necessario Per cadere su uno dei punti di divisione ottenuti. j 

Supponiamo, Per esempio, di aver portato da 0 nove volte ; 
l'arco QP sulla ci 


ki] 


2 >< 8600 + 2100 


i essere così pervenuti, dopo i 
‘2, nel punto Q corri- j 

ono iscritto, avremo: 

9800 SIA 

g_ = 103 3 


col 


“= 'Wia 


Il tracciamento del tunnel 


Due punti 
A,B so 
che suppor ’ no separati da 
remo i A una cate i 
tesi; tali punti pifinginin per metterci sini » montagne; 
osservatore. Si n sono visibili ad un fem Lpreigneti»* 
1,0 . Si tratta di determinare ti 
.0 Ai : ; 
90 usano A , Bla direzione AB 
Si t La lunghezza di AB 5 
ratta dun si ; 
galleria la que di determinare a ci i 
direzione e nello stesso tempo la pate 
D 


Fg 
z' 


Fig. 632. 


vatori in A © B rilevano 
arente della vetta V 


ue gli angoli: 


della , 
Figini medesima. I due 0sser 
e della sai proprio conto l’altezza &PP 
ella polare. Essi conoscono dungq 
VAX=%2 vBY=f 


co 

me pure l’altezza zenitale : 
; ZAXRBFSE 0° 
el 
la stella polare. Inoltre, due grandi mire vertice 


St di fissare la direzione della rette 4°» 
rsecano in un punto invisibile Q proiezione del vertice V 
comune ai due 


Sul pia . vi i 
no dell’orizzonte, pian mo 


li CD, C'D' 


o che supponia 


rette AX,BYF; sie 


kr 
orizzonte comune dei pi 
iamo il triedro V, A,2 


FVo = AVF=% 
L’angolo incognito 497 è dunque l’angolo a, ridotto 

l’orizzonte. Si può on le formole della + 

nometria sferica; dunque come determinato A 

L’angolo BQF verrà del pari calcolato dall’ 

due risultati riuniti 

alle lunghezze AQ, 


nota l’altezza della Montagna, si ha : 


conoscono due lati e l'angolo : 
sa compreso e sj Potranno quindi determinare gli angoli AE 
| ghezza del lato AB. 


Li 
da 


Applicazioni della geometria 
calcolo della Probabilità. 


al 


la sia bianca, ossia che 
he sono ugualmente di 
sortita d’ una biglia | 


bia "I 
anca; la probabillté 
gilltà di quest 
o avvenim 
Lo. : ento potra dunque 
son Ossia, in generale, la probabi 


lità d'un avy P u 
venimento è i 
revoli al prod y è il rapporto del nu i 
odurs ata mero Î 
casi che poss te di tale avvenimento, al rd ergo 
” nà o realizzarsi pi CoA otale dei 
ugualmente possibili. arsi, tutti i casi essendo supposti 


ll — Prenden 
golo ali Vie pe un punto O nell’interno di un triane 
forinaia ia n C, quale è la probabilità che si possa » 
00, alati ngolo con le tre perpendicolari OA, 0B 
e da O cui lati del triangolo? {E. pra eg 


punti di mezzo dei 


Si E i 2 
a A'BIC' il triangolo formato unendo i 
ad AC passante per 0; punto 


ietà la somma 


lati di 
ti di ABC, e MN una parallela 
Per una nota prop” 
quilatéro 


S a è 

Sa cicigp iuterno ad A'B'C'. 

A = 0B,40C, è uguale all'altezza del triangolo © 
e» altezza che è necessar aggiore di OB. 
Si ha dunque: 


0B,< 0A:+ 9% 
0C; < OA: + OBi 


l’alte 
jamente M 


OA: «e OB, + OC; 
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Inoltre, se O è esterno ad A’ BI C', per esempio, in BC'a: 
OB, > OA; + OC, 


PAPPpresentato dall’ area del triangolo A'B'C'; l’insieme dei 
i dall’area de] triangolo 4 BC, e la probabilità 


Area Arta Lin) 
Area AB EG 


° 8Î rompe in tre frammenti. Quale 
° la probabilità Perché si possa formare un triangolo con 
nti ? (E, Lemoine). 


MRCAE | 
dotti al Problema Precedente, e la Probabilità é * 


del genere accennato sta in 
medesima Proporzione tutte 
d 


le parti d’un modello facendole, a esempio, x volte maggiori, 


le superfici Pisulteranno ingrandite 


nella proporzione 2? ad 4 
@ i volumi della Proporzione QD ad { 


- Del resto anche un pro= 
endo un cubò di 
O cubo SUperficie qua- 


fano della geometria può convincersi che fac 
to doppio d’un altro SI avrà nel nuov 
drupla (27) e volume Ottuplo (23), 


zi 


Cei 
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In dipende 
- nza dell’ace È 
di tutte le : *rescimento lineare nel 
ts r . 
Sbanda Puig del modello, certe forze, a ci1 | 
mentre certe sui saranno divenute «? volte ii garde 
III e, con gli attriti LA 
superfici sare si riti che sono pr ì ò 
borriodli gian o volte eng: girare: 2 
fici vas fi il complesso di queste variegioi oe 
durre quogii vi sì che la macchina non riesca capace di ve. 
gli effetti che dalle esperienze fatte col ee 
modello si Ì 
i 
{ 


- e 
mirrentrinitionieizote 
nane 


erano sperati. 

Considerazioni 

azio ( 

ilersansdra perdi possono farsi riguardo agli animali; 
Bstann dai ss i fenomeni di debolezza in individui che pre- (14 
se le dimensi mi fisico eccessivo, Helmoltz ha notato che hi i 
proporzione per lineari d’un uccello venissero aumentate nella fi 
Fio dn a 1 ad n, sarebbe necessario un lavoro mecca- 7 

1 n° per renderne possibile il volo. 
Supponiamo di L 

amo di aumentare di | 
con SE 3 
- utte le dimensioni lineari Hi 
iverrebbe di m. 2 ma 


d' 

il C Pad alto m. 1,75; la sua statura d 

l suo peso ris 

Spa peso Te aumentato nella proporzione di 343 & bR 

A sto peso dovrebbe essere sopportato da gambe la ERI 

Cui sezione non sarebbe che i 1 e IRA 
ebbe che i {7 di quelle di prima. Giova 

non sia possibile 


però not: 
fare ine coma questo genere 
mente Ban non diciamo rigorose, ma neanche sufficiente- gi 
l’aumentato v mari poiché l'aumento di forza dovuto al- DURI 
così espri = ume dei muscoli costituisce un’incognita, per TA 
imerci, favorevole, mentre la minor sezione propor- AE VPI 4 
o maggiore lun- 1 
ni 


zional 
Presa delle ossa comparativamente alla lor 
Za ne rappresenta una sfavorevole. 


Questioni diverse. 


lari, la SU- 
icato nella 
o semi- 


Li 
area del dodecagono regolare. 
erpendico 


popo POR con parallele tra loro P 
A Pficie del dodecagono regolare, nel modo ind 
ui. 634. Come è facile vedere i triangoli rettangoli son 
iangoli equilateri, ossia: 
e Fa 


a 
essendo a il lato del dodecaedro ed AC=C= 7 


A=@44ac+ 4} 


quindi, semplificando : 


A=a'(142 taava 4a) 


6437 3) “(400 


mente quanto è larg 


5; 
. 


Pisulterà : 


Ca: 
SA 


tao 


| essendo a la larghezza del fossato, 
Ra ù 


_ 


La diagonale CO sarà: 


{ 
aV2 per cui DO=aV 2— a _a(V2-+) 


Ore si ha: =" 
ue 
ce i 
VARA ì 
: ave apposgs” co 
d'onde emerge la possibilità di collocare l’altra trave APP DI 
giandone le estremità in O e in 2. 


azza scorge 
La gazza e la vasca. — Un giorno d' arse er ‘pollici di 
dell’acqua in una poszetta img che l’acqua 
diametro sul fondo; essa accorre € 


una superficie di 6 posto 
pollici. La gazza nor P 
quando la sua super te: 


docrà essa Prendere dal tesoro e 
Ché possa bere a suo comodo ? 


Sia BG il livello primitiv 
Spondente al diametro di 6 
la Perpendicolare AIJda A SU BGeEgEpP 


Parallela ad HGF. Siccome un Pollice equivale a 12 linee, si 
ha Successivamente - 


Si può SCrivere - 


SET 
PE 06 BC 
da cui: 
Ad 3° Tti= AJ- ATL 


tone aventi rispettivamente forma 
i lato a, di quadrato di lato a e 
di circolo di diametro a ? 


La fig. 637 Spiega in qual mogo sj Possa risol vere il problema. 


ea EI 


m 
Pc 


stà, 
i ia ly SUI 


ij 
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Fig. 637. 
Con 
una m si i 
icosih frei. apertura di compasso descrivere circoli 
so. — Le fig. 638 e 639 (che rinvengono poi alla 


Fig. 540) 


sì 


ltro come 


ji mostra no senz’a 


e le fig. 640 € 6 


Mec | 
lesima cosa) 
intento. 


Pos - 
sa ottenere facilmente I 


A, be * # de 
dN Ù 
Pa aa a LA 
pe © 
A 
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Un compas e cine e, — 
Nelle nostre sc 


so prettam ent 


introdurre (fig. 633) l’uso 


Forse se ne po 
uole femminili... 


Fig. 642, 


Modelli geometrici, 


Di certe SUperfici geometrici} 


‘© non è facile, a chi non abbia i 
la mente esercitata agli studi di questo genere, il forraatsha, 
un'idea chiara, netta. Da ciò le collezioni di modelli che vanno ; 
dalle forme Più semplici (prismi, cono, sfera. ...) alle più co 
plesse, delle quali un 


ig 

bro del Blythe (1) offre un saggio fra be 

tanti. — Ho qui riprodotto (2) alcuni dei meno complicati Hara R 

del genere, la cui Costruzione è facile a comprendere. SSR 
Nella fig. 643 abbiamo l’ipe 


PDOloide 


dalla rotazione d’un’ iperbola 
SVerso, oppure dall 
che non le é parall 


di rivoluzione CONCA 
attorno al suo asse non tra- 


a rotazione d’una retta attorno ad un asse. 


elo. 


(1) Blythe W. H, 


On models of cub 
(2) Dal 


te strfaces. 
« Cosmos », 


diodi 


clascuno di essi 4 
i. Servendosi 
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ottiene ic 
n De piccoli pesi attaccati a 
gici rigidi, metallici, o di fili di 
più semplicemente lo scopo. È 


T 
La tensior 
ensione dei fili : 
lil SI 


a | 
I | 

perse ida 
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Fig. 643. 


mente passati attraverso i fori della 
ostando questa lungo le colon- 
il contorno appa- 


Se i 
fili vengono semplice 
are a piacere ! 


SOrOI ‘ 

la circolare inferiore, sp 

si può modific 
ratrici doppie, 


n 
ette verticali 
gene 
si vede 


lente 
Ne e della superficie. 
ella 
Per cu disposizione della figura si henno 
li si possono avere due jperboloidi © coassiali come 


nei 
la fig. 644, 


Si può generare il Parabol 
bole j Cui assi 


Piani fanno tra loro angolo costante : sj 
esse Parallelamente 


sono paralleli 


a sé stessa, in modo 


Fig. 644. 


descriva l’altra, Ma siccome la Superficie ammette un doppio 
sistema di generatr'ci Pettilinee, è Preferibile consideraria 
come generata da queste rette, 

Nella figura 645 l'armatura è COMPosta di un quadrilatero 
sghembo a lati uguali, con fori 


equidistanti . i lati sono sno 


Oide iperbolico mediante due para- 
s diretti in sensi contrarii e j cui 
fa muovere una di 
che il suo vertice 
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| dti nei vertici, per modo da permettere di far subire sati 
l irilatero tutte le possibili deformazioni, cui ca agire 
reriazioni nella superficie, dalla losanga fino all’area parabo- 


in 
Pa ni ra. 


lica, passando per il 
fili nelle deformazioni 

La fig. 646 rappresenta toa 
quale uno dei piani aiaebtei 
dilett. 


43 Guersi, — Matem. 
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Questo modello permette di rendersîì conto delle posizioni 
Particolari nelle quali il contorno BPparente (che general. 
mente è una P@rabola) in Proiezione su di un piano, conve- 
nientemente scelto, si riduce ad un punto, 


l’elicoide Sviluppabile, superficie luogo 
i di un cilindro di rivolu- 
‘ ° di questa superficie basandosi 
su questa sua Proprietà: La sezione Prodotta da un piano nor- 
; te della sezione retta di 


- Questa curva permette 
el piano Osculatore d’una 

Curva gobba e rende evidente l’identità delle caratteristiche 
i genti alla Curva. Essendo 
la in cartoncino. 


e 


ET TA dica. 


datcita) pro 


Fig. 647. 


I nastri paradromici. 

Abbiansi tre anelli di carta 1, 2,3 di diametro assai maggiore 
LI rappresentato nella fig. 648. Per prepararli si taglino 
lle strisciole di carta di circa 5 cm. di larghezza per { metro 
ad 1,50 di lunghezza. Se ne incollino le estremità direttamente, 
come nel N. f della figura e si avrà il primo anello. Se invece 
S'incollano dopo di aver fatta girare una delle estremità del 
Nastro su sè stessa si avrà l’anello N. 2. Dando infine due tor- 

sioni successive prima d’incollare, si avrà l’anello N. 3. 
La teoria di questo problema è dovuta & Listing. Suppo- 
Niamo di far eseguire all’estremità A del nastro, semi-rota- 
i far eseguire 


zioni prima d’incollarlo sull’estremità B, 


I 
al nastro una torsione 7°. 


i 
i 
: 
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Se m è Pari si Ottiene una Superficie con diritto e rovescio 
e due margini, detta paradromica ; tagliandola secondo la 
linea Mediana della Striscia sj ottengono due anelli con m 


7 a : ee > 
Semi-rotazioni Clascuno, intrecciati = volte (N. 1’ e 3'), 


Uperficie con una sola faccia, ossia 
senza diritto nè Fovescio e ad un solo margine; tagliata se- 
condo la mediana non dà che un solo anello con 2 m semi 
rotazioni e se m={ esso forma un nodo (N. 2), 


ri 


IPERSPAZIO 


Che cosa è l’Iperspazio? 


Li icazi 
ico nr ione — alla geometria (geometria ana- 
siderazione d’ una da ese da Fermat, ha condotto alla con- 
iperspazii. eometria degli spazii ad n dimensioni © 
Modvmen alla geometria sembrerebbe limitato 
teorie delle È e, poiché soltanto i fatti analitici collegati alle 
delle form dns a una, due o tre variabili (ossia quelle 
aa e binarie, ternarie o quaternarie) sono suscettibili 
lita nmediata rappresentazione concreta. Ma i geometri 
ati si nella loro tendenza a generalizzare varcarono Ì li- 
ata le la Natura sembrava aver posti alle loro facoltà im- 
= ative e si diedero quindi alla trattazione di spazi co- 
"SUO - RAS cioè di spazii analoghi alla retta, al piano e 
allo spazio in cui viviamo, ma di cui ogni elemento fosse de- 
terminato da un gruppo di numeri composti di quanti si vo- 
gliano elementi. E nel far ciò non si proposere neanche la 

realmente, sia perchè la 


Questione se tali spazì esistessero 
ertinenza della filosofia © della 
rsuasi che la sua 


Considerassero piuttosto di p 
fisica, che della matematica, sia perché p® 

soluzione non valesse ad appiana ità analitiche 0g 
getto dei loro studi. Infatti essi poteron conse- 
guire il loro intento, di aver cioè a propri 
lappresentazioni di molte argomentazioni @ 
sultati a cui queste conducono, poco importan E 
rappresentazioni dovessero considerarsi come sensibili 0 ea- 
tra-sensibili, — Certo molte cose Si possono 


tendo uno spazio a quattro dimension!. 


spiegare ammet- 


} 
É 
# 
| 


3 0 che si devono constatare 
insieme ad alcune analogie, anche notevolissime dif- 


Veronese fece rilevare (1882) la possibilit 


à di estrarre un 
corpo da un ambiente chiuso Passando per lo spazio & quattro 
dimensioni. 


la conservazione 

Ce energia e pel 1891 R. ae Saussure co 

Théorce aes Ss Physigues et Chimiques » 
Lo Schleger poi descrisse nell’ultima p. 


e I 


Ivar anti fitta Gi 
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moria « Veber Entwick 
Geometrie mi Pps. und Sta ; ; 
son ialan pi by urne Rasegrimito natio 
fa lo spiritismo e chic che, secondo lui, pri 4 
Ho parlato di dim grin. dello spazio ad n-dime Ò cp 
ton deve in Pratica lepindizn ne ma a dir vero enne 
gionamento mati i ue essere preso nel sen oe 
E qui credo ne mig rigoroso. no viale E) 
Ml ciuscà àÌn poter far meglio i 
into, pilone Prof. Gino Lontà bro rip” 
«La reina + come meglio non si trio : 
tttenuto un in degli spazi a più dimensioni he ormai 
concetto, per la s abile nella geometria e nell’ analisi. Tale 
èembrò di natur sua apparenza metafisica, a prima ziunt 
della scienza pr disforme da quelli che costituiscono la sula 
pervenne dui pae di tutte le altre; tuttavia, ad esso si 
fù cant di no carie i e 
ipa i, il suo carattere di neces- 


risultati 

i i che . 

indiscutibile pi suo mezzo si raggiunsero, sono di così alta 
mportanza che è da ritenersi definitivamente 


hiuso î 
O il peri : 
do in cui la geometria a piu dimensioni doveva 
er dimostrare e soste- 


osten 
ere Mimi ed accanite lotte P 
prio diritto alla vita. Onde non è mio intendimento 
bbe superflua ai mate- 


trapr n 1 ad e 
e e if I Pe 


iatici : 
Cl e ng * 
di scarso interesse e di nessun 


» discipline. 
Ma ciò ec 
le pica parmi necessario di porre in chiaro i 
quattro e je presta e che si può richiedere alla geometria 
lla sco più dimensioni nella spie 
« Mi OA Lee fenomeni naturali. Ù 
nti di ist: a ritornare su questo tema — Che altri da vari! 
cune vista ha già toccato — © lettura di recente 
‘esso note sulla quarta dimensione, presentate 
sto della Federazione fra le Società Teoso 
on PETTO 
ra due anni or gono. de cli 


«Benchè lo scopo di tale lavoro non sia dichi 


a utilità pei 


gazione ed eve 


no 


I) Gi -A ui 
) Gino Loria « Esiste lo spasto & quattro dimensioni © > Ri“ 


dimostrare come l’autore non 


llo Zòllner, 
0 meglio come dogma, la 
esistenza dello Spazio a quattro dimensioni, mondo superiore 


are qualche modesto con- 
tributo. 

« Reputo, Prima d’ogni altra cose, Opportuno dichiarare es- 
sere io fermamente convi 


vora il geometra sono tutti pura- 
modesto triangolo che lo scolaretto 


Quella dei nostri occhi. Il mezzo o l'ar- 
tifizio usato dall’ Hinton per co; 


Te il Proprio scopo sta nello sviluppo 
la ben nota considerazione di enti (fittizii) a due dimengi 


oni, capaci di ra- 

» SÌ sforza costruire, per poi estenderlo, 

l processo logico med cui un essere potrebbe giungere ad acquistare 
nozione del nostro spazio. A tale po usa di 


o una figura da assimilarsi 
Tspaziale, ma per Quanto siano ammirabili gli 
sforzi fatti dal Sig. Hinton per giungere così ad im i 
usrta 


; dudi 
9 plica 
I idesl 
È mens 


i tema 


Lei ica 


"IN 


2 degli 


gnan 
capa. 
cerce 

«Sc 
Îl ca] 
argo) 


i ohed 


dinar 
colo 
esigu 
tand: 
dime 
gli a 
togr: 
varia 
men( 
comi 
di tg 
figur 
drup 
«Ir 
stess 
in ci 
bert; 
sizio 
sten; 
dime 


— 681 — 


iudia sott rr ; 
o la guida di Euclide, quanto lo sono le più com: 


licate confi i i 
Litio ra investigate dalla geometria moderna ; 
nensioni e tutti gli ing pese spie; Lagone 
colle ri enti introdotti nella scienza dal ma- 
citi ratori omplici definizioni. Tale essendo la natura 
Bisnto paste è chiaro che la scienza che io qui inde- 
Moi: porosa 9 non aspira (® secondo me, non ne è 
al fisico quelle prove che egli invano ha 


e 

ica a qualche più mi 

Winontezi ipergeometria del quale si 

he ri che io intendo esaminare, 

nari voliedri ono nello spazio a quattro dimensioni agli 0T- 

lo vennero pinto figure che in quest’ 

iguo numero Pvirgan. a fondo da uno stuolo di geometri, Un 
ei quali è noto al nostro autore. 


ndo tali fig 
gure sopra lo spazio nostro; mediante un P 
artire da Vitruvio, 


me È 

i legni su quello che, 8 P 

grafia, ia rappresentare un edificio (iconografia M 
riamente ca pianta ed alzato), si ottengono dei poliedri 
eno discuti recciati, 1a cui possibilità è accertata nel modo 
‘bile da Dellisimi modelli in filo di ferro posti ÎN 
‘esistenz@ 


)mme Sl 
rase? dalla Casa Schilling di Halle a. S: Ma dall 
poliedri nulla può inf o a quella di dette 


erirsi riguardo & 
ere dello spazio 


osserverò che 


nuto particolare, 
autore delle 


giova v 


Ure ca - 
De più dimensioni @ quindi in genere 
cemente esteso. 
te partendo dall'ipotesi che esi- 
] nostro spazio» ma 


« In > 
fatti esse vennero ottenu 


esse - 
uno spazio conforme P 


cui 

ortà osano concessi dei movimenti con 9 
, e svolgendo logicament le conseguenz® 
i È si ’ iscutibile 


"i 

see Ora il fatto che questi abbiano un'IB : una 

mei serve bensi 2 dimostrare © > ipotesi 

0a non conducendo ad alcun assurdo» i in alcuna 

; nque contraddizione in sè stessa, MA non PUO rità acqui 

Apa servire ad elevare quest” ipote grado di Y® 

- e scienza. metria 
cn quì notare che nemmen® altri 
alcune discipline fisiche no 

oro dimostrazione d 1 esistenz® 

mensione contenente i 

Tg ammessane lesistenz® il 

:cchi fenomeni ottici ed elettrici (che 


« Nè può, secondo me, invocarsi come prova dell’esistenza di 
uno spazio a quattro dimensioni il fatto Che col suo mezzo si 


esempio due guanti di uno stesso Paio). Ora é ben vero che 
ammettendo P esistenza dello SPazio a quattro dimensioni si 
Piesce a Stabilire la Perfetta analogia, anche in questo ri- 


sità di eliminare quella diversità di contegno, chi ha sinora 
dimostrato che non sia POssibile farlo se non ricorrendo alla 


Si cia 


= e 


piegare ammettendo che il nostro spazio sia immerso în uno 
î quattro dimensioni, del quale esso sarebbe una semplice 
ificcia, non possono fornire il baconiano argumentum crucis 
ilo a provare l’esistenza di questo, Aumenterebbero certa- 
lente la probabilità di tale esistenza ove, ammessala provvi- 
vriamente stabilita, si riuscisse a preconizzare fenomeni ve- 
lifcati poi dall’esperienza. Ma anche ciò non sarebbe ancora 
ia prova definitiva; perchè è pur noto che la teoria vibra- 
ria della luce ha oggi molti oppositori, quantunque, dopo le 
_\memorabili ricerche di Fresnel, abbia guidato Hamilton alla 
| |ioperta di un notevole fenomeno (la refrazione conica) che 
i dianzi era sfuggito ai fisici ». : 


ffasicigno 


ne 
ì 


% 
E 
€ BI 
è 
È ri 
i 


in” 


iii 


MECCANICA 


DI ALCUNI PARADOSSI 


Moto. 


La defi 
nizio 4 j 
Wedureao mc Pre « Dicesi forza qualsiasi causa atta a 
appunti, quali nni care il movimento d’un corpo » si presta ad 
d esempio, quello che si potrebbe confondere 


la forza c 
N00" Sopra AO 
dotto da ii facile rendersi ragione esatta dell'effetto pro- 
plice, el ausili rza. Ecco, ad esempio, un problema assai sem- 
dnbaresantià probabilmente molte persone si troverebbero 
itescurabile rispondere in modo esatto: « Una fune di peso 
Mità di essa api nella gola d’una carrucola; ad una estre- 
Plica un I si fissa un peso di 70 kg. © all'altra si ap- 
i Sizione di e si. ugual peso; il tutto è sospeso in aria, in po- 
corda, il a pie se l’uomo sale arrampicandosi lungo la 
oso si os à messo in movimento ? E se sì IN quale 
inerzi : 
Sala, he; “i corpi ci dà spiegazione di molti fatti ai quali 
tare ; se otidianamente e di altri che si possono escogi» 
quale sima ne abbiamo esposto in una pubblicazione alla 
strettamani iamo il Lettore, tanto più che la materia non è 
Parade e attinente al soggetto di questo libro (1). 

Una Pais di Zenone. — Diceva il filosofo greco Zenone : 

sp Siani non può muoversi dove non è,.e poiché non può 
lari à dove si trova, nello spazio che essa Occupa esat- 
pa di ne segue che non può essere messa in movimento. 
valeva per lùi l'osservazione che l’idea stessa del mo- 


Ì "i 
(1) 700 Gracehi di ata SRI SARI ne 3» adizione. Hoepli 


vimento della freccia implicava il SUO passaggio dallo spazio 
Occupato ad un altro punto dello spazio; egli mostrava di 
Credere che l'apparenza del movimento d’un corpo fosse un 
fenomeno Prodotto dalle apparenze successive d’un corpo in 
Fiposo, ma in differenti Posizioni. 


Quel filosofo considerava l’ idea stessa del movimento come 


il mezzo della Sua corsa prima di averne aggiunta l’estre- 
mità, Ma SUpposizione del movimento presuppone dunque un 
altro movimento; Questo ne Presuppone a sua volta un altro 
e così di seguito, indefinitamente. 


Achille e Ja tartaruga, altro Paradosso di Zenone, — Zenone, 


tali unità ; mentre Achille percorre queste 100 unità le Tafta- 
ruga ne percorre 10 e così di seguito; cosicché, se è vero che 
Achille va sempre più avvicinandosi alla Tartaruga, è pur 
vero che ne rimarrà sempre distante d’un certo spazio. - 

Siccome, secondo Zenone, l’idea comune di movimento ” 
contradditoria (vedi paradosso Precedente) ne deduceva che il 


data i 


[nno destra suna tunghezza p. men 
PT den sposta verso sinistra di al 
È dopo il tem pondere Ver i tre segme 
rato peri : Cosiechè durante questo tempo t (per ipotesi 
e) la lunghezza a’ è passata verticalmente al disotto 


Î rig i a 
guarda il movimento su di un 


i 


— RI — 
Immaginiamo or: 

\ciniamo ora che la seconda retta si sposti nel tempo £ 
tre simultaneamente la 


trettanto. Si troveranno 
nti b,a',e" 


delle due lune 
le lunghezze 6” e e'. Dunque il tempo t è divisibile, 


‘ontrariar 
ontrariamente all’ipotesi fatta. 


Movimento angolare. — Questo esempio dovuto 2 3. Richard 
8 v a spirale logaritmica: In esso 
Aa come un corpo che si sposti con velocit uniforme e 
amente quanto si voglia, può in un temp0 finito, e 
attorno ad un punto un numero infinito di volte. Il risultato © 
esatto, con le convenzioni ordinarie del 
Pe retta OM ruota attorno un i 
mpo un mobile M percorre la retta in modo © e nl 
+ fa O M con una direzione fisso OX eres gress 
aritmetica, la lunghezza O M cresca in P 
dg la curva descritta dal a Sa 
una s se ogni rotazione di s60e| ca [ae 
OM gini pa MIST crescere € 
Se cipire più ravvicinate ad 0. Tutto 10 “ostante a, ue 
ghezza di ciascuna © una 


ghezza della spira precedente» 
un 


d’una spira qualsiasi vi è UD | re 
lunghezze diminuiscono di più in PIU, 
Consideriamo ora UN pile P Ché se esso pere® 


sulla spirale procedend 
44 — Guersi, — Daten dilett. 


o verso 


È 

1 VOI i 

Ì È 

| pe 
d0/!1 8 

uci 

sl 4 ‘ 
| X 
puri e 
PILE 
te4 
dA81, 
ATA 
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Spira in s secondi, IMmpiegherà — secondi a percorrere le se- 
2 td! 


conda spira, a secondi a percorreré la terza, e così di seguito. 
ni 


Esso raggiungerà dunque il polo dopo; 


(s Pesa ® + sd prato ) 


| ri n n3 


ie da i RR : 

secondi, cioè in — 1 Secondi. La velocità è uniforme e si 
= 

vedrà così che in un tempo finito il mobilè P avrà percorso un 


numero infiniio di Spire, cioè avrà rbtato un numero infinito 
di volte attorno al polo 0. 


Il paradosso del doppio cono. — Uno strano e semplicis- 
simo esperimento di ficica 


che viene eseguito frequentemente 
| nelle squole, consiste nel veder risalire un doppio cono su due 


fo n ASSE 


Fig. 650. 


guide inclinate in modo che il movimento sembra contra» 
Stare col fenomeno tanto comune della Caduta dei corpi; 
infatti il doppio cono sale, ai nostri occhi, lungo le guide, senza 
aver ricevuto alcuna spinta (fig. 650). 


riale ii 


tri lei. siriaca 


I 
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Quanto al doppi 
l'insci è ci coni sarà facile farlo con carta da disegno; 
di angolo eguali Reese nella carta due settori circoleri 
Spirigo ; ano con gomma lungo l 

quindi per le basi. Le guide poi node 


bas isci 
toni lisci sostemuti da due libri (1). 


Fig. 651. 


La fi dr : 
Bento. ‘i profilo, spiega in qual modo avvenga il movi- 
“perg ivamente il centro di gravità G del doppio cono 
assato passando dalla posizione { alla posizione 2; 
le guide inclinate ; 


sicchè si 
superio > — di una vera caduta lungo 
punto del doppio cono si trova più alto in fine di corsa 
tutti più bassi. Naturalmente 


dei coni, quella 


che a incinîi 
1 principio, ma invece sono 
na certa rela- 


occorre € Sa 
delle ped tra l'inclinazione della generatrice 
zione pic ee l’angolo da esse formato esista U 
affinchè il moto possa prodursi. 
edute dell’Accademia 


In GAI 

una memoria inserita nei C. R. delle S 
heim dimostrò che lo spo- 
un cilindro 


d ra 

ae: di Francia (2) A. Mannhe 
"ra 0 del doppio cono si ottiene vincolandolo ad 

Spiral generatrici sono orizzontali e la cui sezione retta è una 
trici - logaritmica, cilindro che ruzzola sul piano delle diret- 

H i appoggio dei due coni-guide. 

Di Rejal, che studiò ana esto problema in modo 
È sg iente (3), 10 studiò pure 2 n cui at doppio cono 

bile si sostituisse UNa sfera, e trovo © centro de- 
scrive un’ ellisse. Mannheim trò che il 
ano di tale sfera si ottiene vincolandola r 
General sono orizzontali e la CU ta è una epi- 
glo ordinaria, cilindro che ruzzola S Ile 

rici. L’intersezione di questo cilindro e della sfera è il 
dei punti di contatto della sfera © delle direttrici. 

(1) Dal mio libro <700 giochi di fisto@ chimica, 800-> RU 
(2) Comptes rendus 1900 secondo tre pog- 364 ® 9!" 
(a ». 1 do semestre pag: Mi. 

1900 secondo 


(4) » » 
“ai e” 


si 
4! 


a 


(che si pronuncia in 
O a 9 quasi muta) d’un’arme usata dai 
selvaggi dell’Australia p 


| er colpire Ja selvaggina, i frutti o qual. 
Slasì altro bersaglio. La sua forma varia alquanto, ma quella 


indicata Nelle figg, 652 e 653 è la Più usata. In Ogni modo la sua 


, è con 
Per orlo, cioè nel suo Piano. 


Vare indicati varii modi di ripr 
Australiani, 


e e 


nente cem ETRO 


eee È 
ia acari PENNE] 
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I cinque DI 
della ma punti neri ra 
no ct ppresentano 1 scs 
sempre i due * paci lanciarlo. È sani aan delle dita 
gli del boomerang si ione nappi 
uno stesso 


Fig. 654. 


piano, uno 
e s 
un cabrensi i perni (per una metà dell'arma) rivolto verso 
o, e l’altro (per l’altra metà) verso l’altro 


r— == 


Fig. 655. 
endo dalla 


Ita le foglie morte cad 
traiettorie 


e vo 
uanto le 


e ò 
stremo in basso. Qualch 
he ricordano 


i È 
orig descrivono curve © 
boomerang: 


ciata del boomerang. 


La fig. 645 Pappresenta le traiettorie direi normali del boo- 
merang, essendo in AB il lanciatore. La Spiegazione delle 


estremità d'una Piccola COPPA, in modo da offrire nel com- 
Plesso la forma d’una Piccola trombetta ; disposto coll’asse 


(1) Vedasi ne] già citato « 700 giochi, ecc, >, 


Si può di 
ì disporre ( ’ 
TU io U x 4 
o" Ail’est ti pur esperienza in altri modi 
stanza dall’orificio, ù n tubo diritto si dispo pr 
n disco di carta an ne, a breve di- 
a in modo da 
po- 


, 


tere scor 
ere scorrere, in tre fili 
lel suo ass ré fili di fèr î 
asse. Soffland ro fissati al 
“pito | fan : tub ds 
si osserverà che il an con forza e in modo alia pre 
fuori iu ta ( » 3" Aa 
tori tenderà a gio - di carta anzichè paso crono 
sorrere cerso l’oriftzi spinto all’i 
oriftzio del t ro 
subo. 
TE Moto perpetuo. 
| moto degli è 
tan > gli astri, la vi 
no per noi, cl x ita che anima l’uni 
VO-Pa she n ; unive 
principio né fon non possiamo concepire ai pento 
;,, un movimento perpetuo a 209 
’ , Se passiamo 
pi ristretto del 


pero a Cc ° 
Ons 
Uostrsi CORIO le cose del punto di vista 
O gl O 0; j se 
sia pure, del nostro sistema solare compre 
% n- 


diamo benissi 
causa de ssimo come il movime 
petuo, soa: vba non possa piana pe navi 
della nostra uan alla durata di un periodo tri 
“pesa bi lo stesso dicasi del moto delle aC sore 
loggia ali pregi sotto forma di vapore € dante 
Niapat pad a sue correnti aeree © marine, ecc» eee id 
cati» s RSI non s’intente questo, in meccanica 
i questo MOÎ0,....»- introvabile, si propogono di 


costruire 
> una 2thîi è 
macchina ancor più perfetta del sole © della 


T, ce La. 
RR Ai n 
DI ù 
seen) 


terra 
, che possi Hi 
un anti e pia antivedere spenti, morti, sia pure con 
servare indeft ato. Essi vogliono la macchina capace di con- 
pulso inizial pinete il moto acquisito per effetto d’un im- 
di generare pic solo, ma di produrre un o utile cioè 
sarebbe sh dell energia durante il suo moto. 
AVERSA di Mese pur accontentandoci che la macchina 
nerosa fav plicemente & mantenersi in moto senza 
ai Mr del lavoro per soprappiù. 
ieri i niva il motore perpetuo come 9 ilo capace di 
prcsatoa 6 Versa; motrice in quantità illimitata e di attin- 
È se ste >f î 
sbucati esso le for4e necessarie per @ 
Ul prin dii 
principio della conservazione dell'energia la d 
à del moto perpetuo» L'energia non 
un sistema isolato 


spiee 
pd l’impossibilit 
la som essa non fa che trasformarsi 
ma totale delle energie — azione ® reazi — è CO- 
ossibile ridurre ® pattrito 


st cast 
ante; quindi, essendo imP 


= 


e le altre resistenze Passive, non è Possibile costrurre una 
macchina o un 8Pparecchio di Qualsiasi genere nel quale il 


moto iniziale gi conservi in Perpetuo, senza intervento di 
nuove forze esteriori. 


Noi Possiamo Seguire con rigore matematico la prima 
i > 


del sistema. Se dQ è la quantità di Calore somministrato, se 


Ad U è la parte di quel calore che serve a] lavoro interno e al- 


primitivo, lo stato del 
tratta, p. es., una data Quantità qi energia U— U;; e noi po- 


di energia, allora continuando a far avvenire il Processo in un 
senso e nell’altro si arriverebbe a una creazione di energia, 
cioe al pPerpetuum mobile, 

La quantità dell’energia cedut 
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energia sparisca ; la t 
petto cperiet ani rasformazione di ie_ di 
vi Re in ogni caso sci Roveri Sac 
prodotto un dato ì be: gore cena : i 
Sii pio mediante calore, deve 0230 in cui è 
pie ntità di questo, e invers mparire una 
Final ri in calore. ra 
sformazione di pesi di er Ù Ta ‘nergla elet 
realmente o redenta cine nn e = 
sorgente infinita di be è quale sa n 
Bent È li energia gratuita con la a uuova 
nito, senza coi spetuum mobile produrre dal'energi alit- 
sa in qualsiasi. Non si conosceva ancora * le nfi- i 
della conservaz one dell’ energia, e solo più tardi si do sue $ 
» l’ energia elettrica della pila di Volta pa È 


veniva dg 
a una ia ri 
energia risultante da una reazione chimica 
parecchi escogi- È 


Nondi coi 
tati Dar por ie sono le teorie e gli &Pp 
sarebbe, ui nare EE perpetuo che, secondo gli inventori, 
tunatamente molti î oro, finalmente scoperto o inventato For- 
idee tocrics is nii inventori si sono limitati a svolgere le loro È 
peggio, quelli fr soltanto, senza sciupare i proprii denari, 0 i 
Ma quanti prossimo in pratiche applicazioni. a] 
lon ne anti ROS invece sciupato ingegno (ché alcuni RI 
segni che fai o) tempo € quattrini nella costruzione di con di 
fosse ecopasili Da sempre col fermarsi, non già perchè non li 
imperfezioni si cero principio del moto perpetuo M8..- per 
A: dir 2a E a cosi E gi a contraddirii. | 
come se ne Pes ato di questi inventori in tempo passato, I 
Ianpo. po rmai spenta la specie, he non è, PU i 
amente il progredire dell'istruzione ha diminuito i 
i 
É 


Cc i 
consi dereva Pai il loro N 
ip sempre. Si può & 
Pit ratelli dei quadrato: 
dn vorei la pena di 0 
; nd na trattandosi quì di cU 
curo di essi. 


ri del circolo e € 


cuparsi dei tentativi i 
riosità matematiche accennerò 


pg fo messa di avere assistito in Ge 

Pigi. di certi Ghisi © Ing. (!) Biondi sU m 

nè cod con presentazione di modelli del congegn® che non 

il pul ni come le formole spiegativ® dell'ing. 

ag lico bevve, e dopo Qualeno tempo !l Ghisi spari v® 
(@) un centomila lire dei creduli © troppo ingenvi 


HM. —s 
Caldaia da 


a dire in pe 


i scal 


i ferr 


da del mercu 


o munita d’un tubo come 


rio in una 


della calamita non si estingue ; 


Abbiasi dq 


ire, in esercizio me- 


Unque un pendolo 


semplice, ad asta rigida, la cui 
Massa pesante sia di ferro; per 
quanto Perfetta se ne possa 
fare la Sospensione, la resisten- 


l’effetto dell’impul- 


so iniziale. Ma, collocando unf 


calamita € 


Presso l’ estremo B 


dell’arco d’ oscillazione la sua 
forza attrattiva farebbe percor- 
Pere al pendolo ’arco DB che 


recchio che ho tuto ammirare 
rame, venne dossi a n 
0 stesso era dr, 


in Genova nel 1842 una’ 
negli Stati Sardi! 


IT A ri 


Ce ZUR 


|. Senonché il pendolo pervenuto a contatto della calamita non 


® calami : 
amita appena ottenutone il soccorso. Non potendo far questo 


osi ì S 
i potrebbe interporre fra il pendolo e la calamita un arresto aa: 
< Sa 


| automatico d’interposizione del diafram 


- Ss 


ricadrebbe più. Si tratta quindi di eliminare l’azione della 


| col riti È 
Ù» in re la calamita perchè orrorrerebbe vincere, tra altro, 
enza apposta dalla massa del pendolo a staccarsené, 


i che il pendolo non potesse venire con essa a contatto = 
Bia ho intercorrente intercalare poi un diaframma an- È 
ap ico per bilanciare l’azione délla calamita e restituire 00 
juindi il pendolo in balia della gravità. Questo movimerto | 
îmant % ma (semplice scorri- sue 
0) si otterrebbe dalla forza generata dalla caduta del Sea 
pendolo, vale a dire verrebbe considerato come altra delle : 


f , Ne 
forze passive causa della differenza tra .A © © AD. Senza di . i 


scutere i particolari del ragionamento resterebbe sempré da 


scoprire la sostanza antimagnetica. 


Fig. 658. 
a delle disposizioni più co- 


IV. — La fig. 658 rappresenta un tta d'una ruota 
oto perpetuo. si tra ni dato 


muni di apparecchi a M lle i 
a scompartimenti o cassette in ciascuna der Losi molto libera= 
versi una palla pesante. La ruota pu A 


mente attorno all'asse. 


Senza le 
indifferente 


palle di Geremia Mitz. 


più distanti dall’ 
asse stesso dovr 


asse, la somma dei 
rispetto all’ 


ebbe risultare mag- 


| 
giore della somma dei momenti delle sfere della metà sinistra 
della ruota. Il fatto è ch 
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Lo stesso dicasi 
iCasì per a x 
sono ein ppareccì imili A 
ansiosa palette snodate (hg "a =clbazioa 
alle ruote ra - 
che vedesi n ppresentate nelle fig. 657 6 l° 
stia pae fig. 660. Ogni suo usa ha a 658 è l’altra 
all'estremo icazione le due camere a soffiett us 
ei raggio e l’altro al mozzo. ll sia set 
x ei sof- 


fietti è ca 

i ‘aricato d’un 

in moto e peso. Il meccanismo do 

MOLO E...,0,, non a orebbe m i 

liquido in uno dei fermarsi più, quando si fosse introd cosa 
dei due soffietti di ciascun raggio eu: 


Fig. 661. 


Si sa € : P 
bra » che, se due tubi comunicanti banno le altezze al diso- 
del ramo di comunicazione, in questo stesso rapporto, si 
alto col fluido più pesante, e il 


Di riempire il ramo meno 

ia col fluido più leggero, e i due fiuidi resteranno in equi- 
qual . Il che significa che se il ramo più alto fosse tagliato 
$ che poco al disotto della lunghezza che deve avere, il fluido 

ntenuto in questo ramo potrebbe colare nel più basso. 
a Supponiamo ora che il ramo meno alto £F sia riempito di 
peo composto di due liquidi di diverso peso specifico, e che 
al punto F sia stabilito un filtro che non lasci passare che il 
Se leggero; che il tubo FG sia pieno di questo e che sia un 
Pe meno alto, per stabilire l'equilibrio fra il liquido della 
ranca E F e quello dell'ultima FC. ; 
non lasciando passare che il 
ilibrio rotto, sara 


Rin stando le cose, e fl filtro no 
iquido più leggero, questo, in virtù dell’ equ 


i 
A 
Ò 
È 


— 


spinto fuori per l’orifizio G e conseguentemente Potrà, per un 
Piccolo tubo di derivazione, essere ricondotto nell’ orifizio E, 
Ove si mescolerà di nuovo al liquido contenuto in E F. E ciò con 


gero per controbilanciare la colonna di liquido composto E F, 
Così, ecco un movimento perpetuo, concludeva Bernouilli, 

Senonché, anche riuscendo a realizzare la disposizione ideata 
dal Bernovilli, la cosa non riuscirebbe sebbene sembri convin- 
cente il ragionamento SU esposto 


— Quando però ii sistema Considerato non sia isolato, si può 
avere che la somma totale d’ energia non sia costante intro- 


hanno in tal modo quei congegni nei quali la forza mo- 
trice è derivata dal cal 


a DI 


RALE 


CA 
sa 


PIO 
dea 


27, (e 
PRE arde 


Ain ia it ie dl ini. 


— 
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parte centrale, può ruotare attorno ad un asse F G. Quando 
essa gira, i suoi denti vengono a lambire la superficie d'un vi 
bagno di mercurio in una vaschetta ED. 3: 
Una corrente elettrica arriva al mercurio pel bottone C e, Si 
per i denti della ruota perviene al suo asse d’onde ritorna al 
polo negativo. Una calamita AMB}, fissata al supporto ha i suoi 
poli rivolti alle due facce della ruota. e 
Abbiasi un osservatore situato verticalmente nella corrente sai 
mobile, con la testa verso l’asse 7 G. Se guarda verso il polo 
boreale B, sarà sollecitato da una forza diretta verso la sua 


Fig. 662. 


È il polo A 
sinistra da Din Z. Se si volta in modo da cn ss 
sarà spinto verso la sua destra, cioe ig suo voltarsi. Per 
chè la sua destra avrà mutato pesizion 


a dovrà rotare 
za la ruota che conduce la corrente fu 
Mn fermato dall’esperienza. 


da D verso: Ex Gone paria d’una calamita sopra-un ele- 
conclude che 1’ azione irezione indicata. 
msbil di corrente ha realmente ei iiarale esempio di 
n È si 
‘osicchè la ruota di Barlow cl oNtre agnetiche. La 
cone tinua prodotta da azioni na poiché 
Rio: n lamita esercita sulla ruota e © 
he la ca 


sli 


forza c 


Nessuna deformazione SÌ produce nell’apparecchio per la rota- 


Zione della Puota ; ne segue che Za velocità acquistata dall’ap- 
Parecchio aumenta ad Ogni giro, e au menterebbe senza limite, 
__ da un lato gli attriti da vincere non &gissero in senso 
contrario a quello del movimento per limitarne la velocità, e 
se d’altra parte i fenomeni d’ induziene non diminuissero l’in- 
tensità della corrente tanto più energicamente quanto più 


grande é ja velocità e più considerevole il lavoro compiuto 
dalla corrente. 


Fig. 663. 


IV. — La ruota automotrice, Questo singolare apparecchio 
formava una delle attrattive della prima esposizione-concorso 
di giocattoli indetta a Parigi dal Prefetto di polizia Lépine. 
È dovuto al Sig. Raimondo Guillot. Consiste in un disco d’una 
materia qualunque: ebanite, zinco, vetro, ece., omogenea più 
Che sia possibile, con un largo foro nel centro, attraverso al 
Quale passa, senza sfiorarlo, un asse di legno o di ferro. Il disco 
è mantenuto in posizione Perpendicolare all’ asse mediante 


cordicelle di canapa (12 a 15 
vanno a fiss 4 ) che passano iferi 
Jr covcliain e estremità pero lia rd ia i 
în una Masai pi in La parte inferiore del disco a ini di 
tamente GIN È cqua. Questo &pparecchio ruota titetals 
Anelli Parrini: a che vi è acqua nella vaschetta DA 
gate tt g , niente moto perpetuo. Passiam casi 
si pece | ell’apparecchio, HS 
Pineto: Pal la fig. 664. Abbiasi un asse XY montato 
Q punta. Nel centro un largo manicotto cioe, 


Fig. 665. 


una sbarra pesante A8 sostenuta 


mmergere la parte 8 nell’ac- 
e alla sbarra la 


io sara dun- 


llora sarà l'estremità A che 
a cordicella XBY dissec- 


Verrà a pescare nell’acqua; mentre ! 
bagnata e-si accorcera 


lascia passare, senza toccarla, 
da cordicelle di canapa. Se si fa i 
qua, la cordicella contrarrà e farà assumer 
posizione segnata punteggiata in figura. L’equilibr 


que rotto e la sbarra oscillerà e a 


cherà e si allungherà, l'altra sarà ace i 
nverso. L'equilibrio sara 


facendo risalire la sbarra in senso i 0 è 
Ma questa disposizione PS 


nuovamente rotto, e così di seguito, 
non funzionerebbe che come un bilanciere. 
45 — GHERSI, — Matem. dilett. 


Se sj immaginano due sbarre, anziché una, disposte ad an- 
golo retto (fig. 665) si avrà un movimento di rotazione assicu- 
lato, che gi Potrà rendere più facile con un numero maggiore 
di sbarre, Che nel loro assieme Potranno essere sostituite con 
maggior semplicità da un disco come nella fig, 663, 

Si ha uno Spostamento del centro, una eccentricità costante 
come lo indica, esagerandolo, la fig. 666 e il disco gira sempre 
nel!o stesso senso, 

La velocità é funzione della rapidità d’ evaporazione del li- 
Quido sulle Cordicelle che escono dalla bacinella. Si può sosti. 
tuire l’acqua con alcool 0 con etere, come Pure trovare altre 
Sostanze che bagnate si contraggano maggiormente della ca- 
napa ritorta, o più lapidamente, Ecco tutto. 


CURVE DI DEFORMAZIONE 


Nella trazi 

| razione i 

la tracon Ri firec: spine dei corpi omogenei e isotropi — — 

brina. comu Miti fap sul contorno esterno consistono, -» 
po il limite di elasticità, in linee avvolte da » 5 


Fig. 667. 


che si sviluppano tutte 
generatrici Nn 


nistra, 
te per una delle 
e quali AB € CD, inclinate di 


la direzione “dello sforzo. 


nistra a destra o da destra & si 
su di un piano qualunque passan 
del pezzo di saggio, secondo rett 
uno stesso angolo sul 


=. Rari 


ioni piane secondo 
iugate, quali abe ac fig. 667 aventi il 
s e le Superfici 


hc CI cilindriche secondo le 
Perzioni di eliche hh ed 2 (fig. 2). 


GIOCHI 


ri, Re: 


DOMINO 


Disposizioni rettilinee. 


In quanti 
anti modi 8i : 
possono disporre : i 
re | ei pezzi del domino in li. 
tta, seguendo le regole del gioco ? ERE 


L’eleme ( ini Vv uguale 
LC nt i i 
) iniziale, P. es. un cinque, do rà essere & l 


a 
quello finale. — C ) e 
nale. Consideriamo una combinazione rettilinea 


qualun ia A î 
lunque. Possiamo immaginarla ridotta a circolare facendo 


coml ì n È è 
Mein il primo numero coll’ultimo 
1 una di ic : PRERR n 
la di tali combinazioni che non contenga doppi, si può 


intercalarv K s 

rai larvene uno în tre punti distinti. Quindi se C indica il 
dal È 0 delle combinazioni circolari senza doppi l’ aggiunta 
sit doppia sei, per esempio, darà luogo a 3 C combinazioni; 
ate cea l’aggiunta d’un altro doppio triplicherà il numero di 
“ ibinazioni precedente, cosicchè in definitiva il numero to- 

le delle combinazioni circolari con doppi sarà di: 
37 cc = 2187 € 

siasi di tali combinazioni di 28 
te ciascuno dei 28 pezzi come 


ni rettilinee distinte, da 
è 28-37» C. Tutto 


isposizioni circo- 


Se ora consideriamo una qual 
pon scegliendo successivamen 
iniziale, ne risulteranno 28 combinazio 
SII si deduce che il numero totale di queste 
si riduce dunque a trovare il numero delle d 
lari che non contengono alcun doppio. 

Iì numero € delle combinazioni circolari trovato da Reiss è 
di 129976320 e quello delle combinazioni rettilinee 7959229931520. 
Questi numeri dovrebbero essere divisi per due qualora non 


si tenesse conto del senso. 


—n2- 


Problema generale dei « 


tre in fila». 


St - 


nici 


IS 


L'ASSE P 


n 
2 


e SLA 


pe 
su 


: 


v 


N 


i 
65 sci 


208 
ae 
: A 
i "i be 
3 si SD 
di cha 
o 


formare dl maggior numero pos: 
quali non contene e soli ARIAL 
ae i ) 8: 


<A 


(LIES 
eo 
Cal 
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gettoni. Ri Ù 
ì : esce facile ‘ 
lighe ugual slle disporre i pezzi 
 Ugua ; se 
e alla parte intera colle un numero di 
e: 


Si 1 
(n=) 
BE Abbiasi un 
Ò iP È punto M d’ 5 
: !a tangente i M d’una cubica. Sia N il » 
Ù tangente in Pr bs sega la cubica; sia A il ida quale al 
d NBsegala curva M6 6 SE la retta MA sega la pica, + 0 La 
pedoni possono venir MC în D; ND in E e così di seguito. î 
° Cosicché 9 seni venire disposti nei punti M, N, 4, 8, C, 0. 
© su 10 righe. {5 afro: essere disposti su 8 righe: 10 ASI 
ghe; 45 su 12; 81 su 800; 10L su 4250, 666. 
chi 
} Hi; 
9 
La 
"È 
5, 
È 
D: 
Fig. 672. È 
ne 


ni 


costruzione precedente 


Sylvester ha però dimostrato che la 
guale alla parte intera 


for \ien 5 agi 
nisce un numero di terne rettilinee u 
dell’espressione : 


4 (n-1) (n-?) 


quando M è un punto dell’ n° ordine sulla cubica. Cosicchè si 
Possono disporre 9 pedoni in 9 righe (fig. 669-670-671-672-673-674) 10 — — 


pedoni in 12 righe; 15 in 30, ecc» e00. si 


Me 


Ù 
-— all 


B 


Fig. 673. 


Fig 674. cs 


un 
si 


Di r | = Hi È i e da = > 7 E 
Un esagono regolare (fig. 676) fornirebbe una soluzione di tal ®: n” 
genere nella quale le terne sarebbero: 


ABMx  FCMxy EDM5 BCN» ADNs 
FENx CDP BEPo  AFPo Mo No Po 


IS, 
Ao 


ATTI IE 


sostituisce quindi — 
; fig. 677) cost bien: “GI 
= Sa nque di esso (fl del problema 
Una projesiana EGR di ottenere N 678 si può — 
i sa È } n : fo 
“o pg => ad altri casi; per esemp | recare 
sì può 3 . i e 


considerare come dedotta, 
50; F, Ro, So. Dalla 
maginare dedotte le fig. 
proiettato il punto C al fi 


I 
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la fig. 679 che comprende i 6 punti 
fig. 680 si Possono ugualmente im- 
681 e 682 secondo che si considera 
nito o ìl punto Z all’infinito. 


À 


! Seguente prospetto indica il numero delle terne in can heco 
S! ottengono in ciascuna delle figure che diamo sull’argomento. 


Figura | Pedoni Terne 
678-679 Î 6 4 
8 ", 4 
683 
680-681-682 sex 
684 | 8 | o 
gi 9 
669-670-671-689-690 Î È 
675-676-677 9 
dp © 40 
685 | | 
0000 PENE 
672-673-674-691 | ! 
| 10 | 13 
687 | 
TI | 14 
686 | 
Pe an E 
688 


» 


i TA 


G — 221 — 
eneralizzazi 
dei tre pedoni sue del problema: pin fila 
ii. doni in line sa a na Dal problema 
Sf en pedoni e à x que 0 2 G 
numero di vdlte ep un piano, in modo da pfggni iv 
‘4 Td e tl essi in linea e ssimo 
a retta. 


a retta si pas 


Eccone alcuni esempi: Nella fig. 692 il pentagono stellato 
A, B, C, D, E, F, G, H, ], L, fornisce con {6 pedoni 5 righe 
di 4. Nella stessa figura abbiamo con 46 pedoni 15 righe di 4. 

Nella fig. 693 con 19 pedoni abbiamo 10 righe di 5. Questa fl 
gura non è che una prospettiva di quella che si otterrebbe 
con 10 rette determinate dalle equazioni: 


osta a=td 
y= + I Bia tea 
o all’infinito. 


y=tda 
In questa figura due dei punti son 


46 — GuERSI, — Matem. dilett. 


Sul pentagono stellato si possono Ottenere con 7 pedine 4 
allineamenti di tre, in 4 modi che corrispondonò ai varii aruppi 
di 3 vertici Possibili senza pedine; di vertici se ne hanno 5 in- 


Fig. 693, Fig. 694. 


x 
sa 


«amiata agg 65 


Fig. 695. Fig. 696. 


terni e 5 esterni; ma bisogna escludere i gruppi che formano 
due coppie su due lati, il che Obbligherebbe ad avere 4 dei 7 
pedoni su di un solo lato. 


Non restano Perciò che questi gruppi: 
Esterni Interni 


—_ 3 Figura 693 
4 2 » 694 


ana <a 


Allineamenti diversi. 


Sui lati d’ i 
? si pentagono si possono disporre 5 pedoni bianchi 
io è; bi neri, in modo che su ciascun lato se ne trovino 
: ianchi e due neri (fig. 698-699). 


Fig. 698. Fig. 699. 
4 verdi e 4 neri; si po- pe 
tutti di diverso colore, i 


— Abbiansi 4 pedoni rossi, 4 gialli, 
tranno disporre per gruppi di quattro, 
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sulle sei lette che gi ottengono unendo i vertici d’ 
in modo aa formare due triangoli che si interseca 
a stella fig. 700). 


un esagono 
no (esagono 


1 an Rara A 


pae 
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— Nella fig. 
seconda spec 
su 14 rigt 


702 costituita 
ie si possono di 
le contenenti ciasc 


dagli ettagoni stellati di prima e 
sporre 10 pedoni bianchi e 11 neri 
una due pedoni neri e due bianchi, 


Fig. 702. 


ZA 
ESA 


AN È 
SESIA 


(I fee = VW? 
Dara 


C me sì Ono di 24 lbel in | amenti di È pe 
poss n p p i j 28 alline . 
is orre 4 a i 
a beri clasc L 


nono sul secondo e poi sù questo gli altri otto. Dunque aumen- 
tando la torre d’un Piano il numero dei tratti diventa doppio, 
Più uno. Occorrono perciò: 


Per una torre di 2 piani 
» Bh 


3 tratti 
7 


VV Sd» x xy 
% *% x * y xy y 
50 IDR 
% % * x x y 


CU x» è x x 
IRON Sir 


ULT 
Tuna 


24 — 1 = 18446744073709551615 


numero che Corrisponde a quello dei grani di frumento ri- 
Chiesto al monarca indiano Sheran da Sissa, l’inventore del 
gioco degli scacchi (vedi a pag. 98). 
anoi occorrerebbero, ope- 
» più di cinque miliardi di secoli 
dina e sarebbe davvero il caso di impie- 


Problema degli otto gettoni. 


Ecco otto gettoni disposti in linea retta ; 


HIENOCGAOGE 


[1 


‘e spostarne quattro, facendoli saltare 
Per posarli sopra un terzo, in modo da 
quattro pile di due gettoni ? î 

spostamenti successivi da operare, indi- 


» 4, 2, il numero dei gettoni ch 
data posizione : 


e si trovano in una 


Lp a e 1 1 1 1 
od 4-9 1 1 1 
gir, BE BERE. Ed La g03 
CS PE DEE bed cd a 
è =#- Dè LP pt SE 


pete 


A ci 
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Lo svolgimento d 
ell ioni è indi 
Bari e operazioni è indicato nel seguente pro- 


LA: LE EER 
1 101£LSSESRAESA 
Ti Ret iL 0°C 
Sd (i MIRA 
» 8141-0400 0A CI A 
e do: 0 i ARIETE 
380° 0 Ia 
3.800 
880 VERI RSI 


Quando la li inizi 
linea iniziale contenesse 415, 18, 21, - + »- * gettoni, 


sì Cc inc 

Mena col diminuirla successivamente di tre, for- 
ìdo una pila ad una delle estremità fino a ridurla a non 

contenere più che 12 gettoni. 

fi indicato è generale, cioè fornisce la soluzione del 

È generale: Dati m n gettoni in linea retta, m non 

essendo minore di 4, formare m pile di n gettoni saltando ad 


gni spostamento n gettoni. 


La dama di 16 caselle. 


In una dama di 16 caselle siano due pedoni bianchi e due 
la partita così 


neri situati come nella fig. 706. Immaginiamo 


ratto al nero, per esempio. La partita, 
desi da questo pro- 


intavolata condotta col È 


per due abili giocatori sarà parta cOme vo 
Spetto : ianco 

Nero Biccari È 
A) diubìi b4—a3 evince 
5 pr di-c3 e vince 
E; Cone bBa—-C 3 patta 
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Se nel caso © il bianco commettesse l’errore di giocare 
bi- a3 perderebbe la partita. Le stesse considerazioni potrà 
fare il Lettore sulla dama di 36 caselle attribuendo a ciascun 
giocatore 6 pedoni. 


Sul gioco degli scacchi. 


La difficoltà somma di uno studio matematico di questo 
- gioco, per non dire addirittura l’ impossibilita, si potrà bene 

comprendere quando si sappia che le prime quattro mosse 
possono effettuarsi in 197299 maniere diverse e che i pezzi pos- 
sono occupare sulla scacchiera circa 72000 disposizioni diffe- 
Fenti dopo la quarta Mossa (due per ciascun giocatore) delle 
quali ben 16556 sono date dai soli movimenti di pedoni. 

L’opera del Jaenisch (4), oltrechè incompleta, come è facile 
comprendere, riesce assai oscura ed ha certamente contri- 
buito ben poco alla conoscenza delle intricate combinazioni 
del gioco. 


Bianco, col tratto, vincere, oppure quale o quali pezzi e come 
collocati occorra aggiungere al Bianco 0 togliere al Nero, af- 
finchè il Bianco col tratto possa dar matto in un determinato 


numero di mosse; od altrimenti far risaltare V impossibilità ‘ 


di risolvere il problema. 


Non è difficile comprendere la determinatezza che possono 


presentare problemi di tal forma, ma le regole per risolverli 
non si presentano davvero facili a trovare. 

I percorsi sulla scacchiera, — Consideriamo una scacchiera 
formata di m x n caselle. Quale è il numero totale di percorsi 
che è possibile seguire per passare dall’angolo superiore di 


| (1) Applications de l'Analyse Mathémat. qu jeu des échécs. 8. Pétersbonrg, 1862-3, 
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La formola che dà la risposta a tale domanda è questa: ù 


ROC Te PL mt n) 
E parare MXA1<2Fovreh 


Se m= n essa diviene: 


1.2.3. .6e2m iene: 
(1.2.3. .... m)j 


Nel caso di m = 8, cioè nella scacchiera usuale, si ha: 


= 12870 


Salto del Cavallo. — Quanti salti di cavallo sono possibili 
su di una scacchiera, prendendo successivamente tutte le ca- 
selle come punto di partenza? 

Consideriamo il caso generale di una scacchiera rettagolare 
di a per è caselle. Si può passare da una delle (b —1) prime 
colonne alla colonna seguente con (a — 2) salti discendenti e 
con altrettanti salti ascendenti ossia con: 


2(a—2) (0-4) 


salti e altrettanti saltando da destra a sinistra. Parimente, 
passando alla linea precedente o alla susseguente si ha un 
numero di salti uguale al doppio di: 


2(a-1)(d—2) 
Dunque il numero dei salti del cavaliere è uguale al doppio 8 
di : a 
aa—_ 3) ab—-3)—1 
3 Nel caso della scacchiera comune quadrata, di 8 caselle di 
i lato, si ha a=%=8 e la formola diventa: 


N=x8—3)—1= 188 


sicché i i o in totale 336. È * insieme di 
al ret Si può considerare il Re come l’insiem 


due cavalieri uno dei passi dei quali è 1 € l’altro zero oppure tl 
Si ha così il doppio di: 

siab-3a—-3d +2 
normale tale numero dive 
sx 64-6x8 +2=210 


nta: 
Sulla scacchiera e 


ga È SA 


a i 
Rina 


PE ZSC 
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Mosse di torre. — Possiamo considerare ]a Torre come l’in- 
sieme di due Cavalieri pei quali uno dei Passi è nullo e l’altro 
è uno qualunque degli intieri minori di a. Si trova così che il 
numero degli Spostamenti della Torre sulla scacchiera di, a? 


at(a—1) e per a=8 64 >< 7 — 448 


Mosse d’Alfiere, — gj Può considerare il sistema di due A]- 
fieri come l’insieme di due cavalieri i Cui passi, uguali, sono 
tutti i numeri intieri minori di a (sulla scacchiera gi a? caselle). - 

Gli spostamenti Possibili sono dunque il doppio di: 


2-1) 2a) e per a= 8 4Xx7x<15= 420 


Mosse di Regina. — gj può considerare la Regina come il 
complesso d'una Torre e di due Alfieri epperò potrà fare un 
numero di spostamenti doppio di : 


+ 4-1) (5a—1) e per A=8 4x7539= 1092 


Un gioco aritmetico. 


Siano X ed Yi due giocatori. Uno di essi X sceglie un certo 
numero che non Oltrepassi un certo limite, 7 ad esempio; Ya 
sua volta indica un nuovo numero che non oltrepassi il 7, il 


giocatore che riesce a raggiungere un certo numero, 57 ad es, 
to in Precedenza, vince la partita, 


ta 


mt 
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Ne se D, n D x x 
generale 6.1 numero fio ona gere 
bn e m, e M il numero che si 
l ve raggiungere per vincere, i numeri-chiace costituiscono 
una progressione aritmetica di ragione m+4 e il cui termine 
IMnimo si ottiene dividendo M perm+1, 
Questo gioco si può giocare anche così. Si dispongono su un 
a lo M oggetti qualunque. I due giocatori ne tolgono, per 
vurno, un certo numero senza oltrepassare m, e chi prende 
ultimo oggetto vince. È chiaro che deve vincere il giocatore 
ene per primo ha la possibilità di lasciare sul tavolo un nu- 
ero di oggetti multiplo di m +1, cioè corrispondente ad uno 
lel termini della progressione. 
Un’altra modificazione del gioco consiste nel disporre M 0g- 
getti in cerchio e invitare i due giocatori a ritirarne, ciascuno 
® sua volta, un certo numero m fissato prima, maggiore di 1. 
on la condizione che gli oggetti vengano ritirati di seguito, 
senza lasciare vuoti. In tali condizioni il secondo dei giocatori 


arragrutto pitti 
NS rio; 


ro 
ta 


PATAPPEO 


PUO vincere sempre. 
L’analisi dei giòchi suesposti, assai semplici quando le con- 
‘zioni sono quelle accennate, riesce meno facile quando si 
aggiunga, ad esempio, la restrizione che ciascuno dei gioca- 
tori non possa aggiungere più di tre volte lo stesso numero, 
€ riesce difficile dire se si abbia o meno vantaggio a comin- 
‘iare il gioco, 
Il Ball presenta in questo modo la sua generalizzazione : 
«Supponiamo che ciascun giocatore abbia 18 carte, che per 
gruppi di tre portino i numeri 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Il giocatore X 
comincia a posare una delle sue carte, Y una delle sue € così 
via. Il primo che posa una carta tale che la somma dei puRs 
di tutte le carte posate sia uguale a 50 Hiaoa se eng 
questa è perduta quando posando ua ni somma totale 
: 1 î _ i 1 UU. 
di tutti i punti altrepossa il numero arr ES 
« Si può fare il gioco contando men Se 
meri, per cui le carte non sono indispensabili. 
«Supponiamo che X ed Y giochîno così : 


Ng Apia Previti 


VERI) SITA Ra CRIARI 


8 417 25 34 43 


X-42{-3-4-4-5 


___— 


p_3-6-4-574 
714 21 30. 38 
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«Il gioco è pervenuto a 43 ; 


Y ora può vincere poiché può 
giocare un tre 


» mentre X non ha poi un altro quattro da gio- 
Parte se X gioca un numero inferiore al4,. 


DR 36 4 
X è allora obbligato a giocare 1 ed Y vince giocando lo stesso 
numero 1 », 


Invece di tre si 
portanti lo Stesso 


Possono dare 
numero, 


a ciascun giocatore due carte 
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